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Lernziele'

Nach diesem Kapitel sollten Sie Folgendes konnen:

e grundlegende Begriffe erklaren: Signatur, Interpre-
tation, Variablenbelegung, Term, Formel, Modell,
Konsistenz, Implikation.

e Integritatsbedingungen und Anfragen als Formeln
aufschreiben.

e gebriduchliche Aquivalenzen anwenden, um logische
Formeln zu transformieren.

e prufen, ob eine Formel in einer Interpretation erfullt
iIst, ggf. passende Variablenbelegungen finden.
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Inhawl

[1. Einfuhrung, Motivation, Geschichte ]

2. Signhaturen, Interpretationen
3. Formeln, Modelle
4. Formeln in Datenbanken

5. Implikationen, Aquivalenzen

6. Partielle Funktionen, Dreiwertige Logik
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Einfihrung, Motivation (1)

Wichtige Ziele mathematischer Logik sind:

e den Begriff einer Aussage uber gewisse " Miniwel-
ten” zu formalisieren (logische Formel),

e die Begriffe der logischen Implikation und des Be-
weises prazise zu definieren,

e Algorithmen zu finden, um zu testen, ob eine Aus-
sage von anderen logisch impliziert wird.

So weit das maoglich ist. Es hat sich herausgestellt, dass diese Aufgabe
im allgemeinen unentscheidbar ist. Auch der Begriff der Entscheidbar-
keit, heute ein Kernbegriff der Informatik, wurde von Logikern ent-
wickelt (damals gab es noch keine Computer und keine Informatik).
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Einflihrung, Motivation (2)

Anwendung mathematischer Logik in Datenbanken I:

e Allgemein ist das Ziel von mathematischer Logik
und von Datenbanken

o Wissen zu formalisieren,
¢ Mmit diesem Wissen zu arbeiten.

e Zum Beispiel bendtigt man Symbole, um uber eine
Miniwelt sprechen zu konnen.

¢ In der Logik sind diese in Signaturen definiert.
o In Datenbanken sind sie im DB-Schema definiert.

Es ist daher keine Uberraschung, dass ein Datenbankschema in
der Hauptsache eine Signatur definiert.
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EinfiUhrung, Motivation (3)'

Anwendung mathematischer Logik in Datenbanken II:

e Um logische Implikationen zu formalisieren, muss
die mathematische Logik mogliche Interpretationen
der Symbole untersuchen,

e d.n. MmOgliche Situationen der Miniwelt, uber die
Aussagen in logischen Formeln gemacht werden.

e Der DB-Zustand beschreibt auch mogliche Situa-
tionen eines gewissen Teils der realen Welt.

e Im Grunde sind logische Interpretation und DB-
Zustand dasselbe (aus " modelltheoretischer Sicht").
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EinflUhrung, Motivation (4)'

Anwendung mathematischer Logik in Datenbanken II:

o SQL-ANnfragen sind Formeln der mathematischen
Logik sehr ahnlich. Es gibt theoretische Anfrage-
sprachen, die nur eine Variante der Logik sind.

e Die Idee ist, dass

¢ eine Anfrage eine logische Formel mit Platzhal-
tern (“freien Variablen) ist,

¢ und das Datenbanksystem dann Werte fur diese
Platzhalter findet, so dass die Formel im gege-
benen DB-Zustand erfullt wird.
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Einfihrung, Motivation (5)

Warum sollte man mathematische Logik lernen I:

e Logische Formeln sind einfacher als SQL, und kon-
nen leicht formal untersucht werden.

e \Wichtige Konzepte von DB-Anfragen konnen schon
in dieser einfachen Umgebung erlernt werden.

e Die Erfahrung hat gezeigt, dass Studierende oft
logische Fehler in SQL-Anfragen machen.

Z.B. inkonsistente Anfragen (Anfragen, die unabhangig vom DB-
Zustand nie eine Antwort liefern kdnnen).
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Einfihrung, Motivation (6)

Warum sollte man mathematische Logik lernen II:

e SQL verandert sich und wird zunehmend komplexer
(Standards: 1986, 1989, 1992, 1999, 2003, 2008).

Irgendwann wird vermutlich jemand eine wesentlich einfachere Spra-
che vorschlagen, die das gleiche kann. Datalog war schon ein solcher
Vorschlag, hat sich aber bisher noch nicht durchsetzen kbnnen. Aber
man denke an Algol 68 und PL /I, gefolgt von Pascal and C.

e Es werden neue Datenmodelle vorgeschlagen (z.B.
XML), mit noch schnelleren Anderungen als SQL.

o Zumindest ein Teil dieser Vorlesung sollte auch in
30 Jahren noch gultig und nutzlich sein.
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~322 v.Chr.
~300 v.Chr.
~1700

1847

1879

~1900
1910/13

1930

1936

Geschichte des Gebietes (1)|

Syllogismen [Aristoteles]

Axiome der Geometrie [Euklid]

Plan der mathematischen Logik [Leibniz]
“Algebra der Logik” [Boole]

“Begriffsschrift”
(frihe logische Formeln) [Frege]

naturlichere Formelsyntax [Peano]

Principia Mathematica (Sammlung
formaler Beweise) [Whitehead/Russel]

Vollstandigkeitssatz
[Godel/Herbrand]

Unentscheidbarkeit [Church/Turing]
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1960

1963

~1969
1970
1970
~1973

1977

Geschichte des Gebietes (2)|

Erster T heorembeweiser
[Gilmore/Davis/Putnam]

Resolutionsmethode (Resolventenmethode)
zum automatischen Beweisen [Robinson]

Frage-Antwort-Systeme [Green et.al.]
Lineare Resolution [Loveland/Luckham]
Relationales Datenmodell [Codd]
Prolog [Colmerauer, Roussel, et.al.]

(begann als Theorembeweiser flir das Verstehen natliirl. Sprache)
(Val.: Fortran 1954, Lisp 1962, Pascal 1970, Ada 1979)

Konferenz “Logik und Datenbanken”
[Gallaire, Minker]
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Inhawl
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Alphabet (1)|

e Sei ALPH eine unendliche, aber abzahlbare Menge

von Elementen, die Symbole genannt werden.
Formeln sind Worter uber ALPH, d.h. Folgen von Symbolen.

Definition:

o ALPH muss zumindest die logischen Symbole ent-
halten, d.h. LOG C ALPH, wobei

LOG — {(7 )7 79 —|_7 J‘? :7 _|7 /\7 \/7 <_7 _>7 H? v? 37 }'
e Zusatzlich muss ALPH eine unendliche Teilmenge

VARS C ALPH enthalten, die Menge der Variablen.
Diese ist disjunkt zu LOG (d.h. VARS N LOG = 0).

Einige Autoren betrachten Variablen als logische Symbole.
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Alphabet (2)

o /.B. kann das Alphabet bestehen aus
o den speziellen logischen Symbolen LOG,

¢ Bezeichnern: Folgen von Buchstaben, Ziffern, “_"

In der Praxis sind Variablen oft Bezeichner. In Logik-Lehrblchern
wird ublicherweise angenommen, dass die Variablen disjunkt zu
den Bezeichnern sind, die fur Pradikate und Funktionen verwen-
det werden. Das vereinfacht die Definitionen, aber die Beispiele
sehen dann komisch aus, wenn z.B. alle Nicht-Variablen klein ge-
schrieben werden miissen, oder man nur z, y, z (mit Index) als
Variablen verwenden kann.

o Operator-Symbolen wie +, <,

¢ Datentyp-Literalen (Konstanten) wie 123, ’abc’.
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Alphabet (3)

e Man beachte, dass Worter wie “Student” als Sym-
bole angesehen werden (Elemente des Alphabets).

Wenn man ein Alphabet aus 26 Buchstaben gewohnt ist, erscheint es
zunachst komisch, dass das Alphabet hier unendlich ist. Es ist aber
bei Programmiersprachen auch ublich, die einzelnen Zeichen zunachst
zu Wortsymbolen (Token) zusammenzufassen (durch die lexikalische
Analyse). Die eigentliche Grammatik der Programmiersprache be-
schreibt dann, wie Programme als Folgen solcher Wortsymbole zu
bilden sind (gewissermaBen “Satze” ). Nichts anderes geschieht hier.

e In der Theorie sind die exakten Symbole unwichtig.

Auch die logischen Symbole mussen nicht unbedingt so aussehen wie
auf Folie 3-13 (Beispiele fiir Alternativen siehe Folie 3-17). Es ist nur
wichtig, dass es fur jedes logische Zeichen eine Entsprechung gibt. Es
mulB auch immer eine noch unbenutze Variable geben.
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Alphabet (4)

e FlUr eine Menge A ist A* die Menge der endlichen
Folgen ai...an von Elementen a; € A.

Man nennt A* auch die Menge der Worte uber dem Alphabet A.

e ¢ ist die leere Folge (Folge der Lange 0).

Man nennt € auch das leere Wort.

e Formeln sind Elemente von ALPH*, z.B. ist
V Person X: schlaeft(X) — —arbeitet(X)

eine Formel bestehend aus den Symbolen V, Person,

X, U.S.W.
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Alphabet (5)|

Mogliche Alternativen fur logische Symbole:

Symbol | Alternative | Alt2 | Name
T true T
1 false F
— not ~ Negation
A\ and & Konjunktion
V or | Disjunktion
{— if <-
— then ->
4 1ff <=>
= exists E Existenzquantor
v/ forall A Allquantor
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Signaturen (1)

Definition:
e Eine Signatur > = (S, P, F) enthalt:
¢ Eine nichtleere, endliche Menge S. Die Elemente
heiBen Sorten (Datentypnamen).

o Fur jedes a = sq1...sp € 8*, eine endliche Menge
(Pradikatssymbole) P, C ALPH — LOG.

o Fur jedes @ € 8" und s € S, eine Menge (von
Funktionssymbolen) Fo s C ALPH — LOG.

Fur jedes a € &* und s1,s0 € &, s1 #= s> Muss gelten, dass
Fos, N Fas, = 0 (Beschrankung des Uberladens von Funktions-
symbolen: Name und Argumentsorten bestimmen Ergebnissorte).
AuBerdem muss VARS — UgesFe s Noch unendlich sein (ausreichend
Variablen nach Auflosung von Namenskonflikten mit Konstanten).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (2)

e Sorten sind Datentypnamen, z.B. string, Person.

e Pradikate liefern fur gegebene Eingabewerte wahr
oder falsch, z.B. <, substring, ungerade, verheiratet.

e Ist p € Py, Und a = sq1...58p, dann werden sq,...,sn
die Argumentsorten von p genannt.

s1 ist der Typ des ersten Arguments, s, der des zweiten, usw.

e Beispiele:
¢ ungerade € Pipt

¢ verheiratet € Pperson Person

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (3)

e WWenn man die Menge P definiert, wird man i.a.
woh!l nicht die Index-Notation verwenden, sondern
die Pradikate z.B. in folgender Syntax deklarieren:

ungerade (int) .
verheiratet (Person, Person).

e Man kann auch Argumentnamen einfuhren und die

beabsichtigte Bedeutung des Pradikates in einem
Kommentar erklaren:

verheiratet (Person X, Person Y).
/* X ist mit Y verheiratet. */

Fomal sind die Argumentnamen auch nur Kommentare.
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Signhaturen (4)'

e Die Anzahl der Argumentsorten (Lange von «)
nennt man Stelligkeit des Pradikatsymbols, z.B.:

¢ ungerade ISt ein Pradikatsymbol der Stelligkeit 1.
¢ verheiratet hat die Stelligkeit 2.

e Pradikate der Stelligkeit O nennt man aussagen-
logische Konstanten/Symbole. Z.B.:

¢ dilie_sonne_scheint,
¢ 1ich_arbeite_gerade.

e Die Menge P. enthalt alle aussagenlogischen Kon-
stanten (e ist das leere Wort).
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Signaturen (5)

e Das gleiche Symbol p kann Element verschiedener
Po sein (Uberladenes Pradikat), z.B.

& < E Pint int

¢ <& Pstring string
(lexikographische/alphabetische Ordnung)

e ES kann also mehrere verschiedene Pradikate mit

gleichem Namen geben.

Die MOoglichkeit Uberladener Pradikate ist nicht wichtig. Man kann
stattdessen auch verschiedene Namen verwenden, etwa 1lt_int und
1t_string. Uberladene Pradikate komplizieren die Definition und sind
in der mathematischen Logik normalerweise ausgeschlossen. Sie er-
lauben aber naturlichere Formulierungen.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (6)

e Eine Funktion liefert fur gegebene Eingabewerte
einen Ausgabewert. Beispiele: +, Alter, Vorname.

Es sei hier noch angenommen, dass Funktionen fur alle Eingabewer-
te definiert sind. Das muss nicht sein, z.B. konnte telefax_nr(peter)
nicht existieren und 5/0 ist nicht definiert. Im letzten Abschnitt dieses
Kapitels wird eine dreiwertige Logik zur Behandlung von Nullwer-
ten (undefinierten Werten) eingefiihrt: Aussagen kdnnen dann wahr,
falsch oder undefiniert sein.

e Ein Funktionssymbol in F, s hat die Argumentsor-
ten o und die Ergebnissorte s, z.B.

¢ Alter € Fperson, int Alter (Person): int.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (7)

e Eine Funktion ohne Argumente hei3t Konstante.
e Beispiele fur Konstanten:

¢ 1€ Feint 1: int.

¢ ’Birgit’ € Fe string ’Birgit’: string.
e Bei Datentypen (z.B. int, string) kann ublicher-

weise jeder mogliche Wert durch eine Konstante
bezeichnet werden.

Im Allgemeinen sind die Menge der Werte und die der Konstanten
dagegen verschieden. Zum Beispiel ware es moglich, dass es keine
Konstanten vom Typ Person gibt, wohl aber Objekte dieses Typs.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (8)'

e Naturlich kann man eine unendliche Konstanten-
menge nicht durch Aufzahlung definieren.

e Mathematisch ist das kein Problem, F¢in: ISt eben
die Menge der ganzen Zahlen in Dezimalnotation.

e Praktisch ist das auch kein Problem, da die Daten-
typen bereits in das DBMS eingebaut sind (s.u.):
Fe.int ISt durch ein Programm definiert.

e Es kann aber Aufzahlungstypen geben:

Januar: Monat. /* Konstante der Sorte Monat */
Februar: Monat. /* u.s.w. *x/

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (9)

e Zusammengefasst legt eine Signatur anwendungs-
spezifische Symbole fest, die verwendet werden, um
uber die entsprechende Miniwelt zu sprechen.

e Hier: mehrsortige (typisierte) Logik.
Alternative: unsortierte/einsortige Logik.

Dann wird & nicht bendtigt, und P und F haben als Index nur die Stel-
ligkeit. Z.B. Prolog verwendet eine unsortierte Logik. Dies ist auch
in Lehrblichern liber mathematische Logik gebrauchlich (die Defini-
tionen sind dann etwas einfacher). Da man Sorten durch Pradikate
der Stelligkeit 1 simulieren kann, ist eine einsortige Logik keine echte
Einschrankung. Allerdings sind Formeln mit Typfehlern in einer mehr-
sortierten Logik syntaktisch falsch, wahrend die entsprechende Formel
in einer einsortigen Logik legal, aber logisch falsch (inkonsistent) ist.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (10)'

e S = {Person, string}.

e F besteht aus
¢ Konstanten arno, birgit, chris der Sorte Person.

Beispiel:

¢ unendlich vielen Konstanten der Sorte string,
z.B. ’’, ’a’, ’b’, ..., Arno’, ...
¢ Funktionssymbolen Vorname(Person):string

und Nachname(Person): string.

e P besteht aus
¢ dem Pradikat verheiratet(Person, Person).
¢ den Pradikaten Mann(Person) und Frau(Person).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (11)'

e Ein System zur logischen Wissensreprasentation hat

normalerweise Datentypen wie string vordefiniert.

e Man konnte die obige Signatur dann in folgender
(fiktiven) Syntax definieren:

SORTS Person.
CONSTS arno, birgit, chris: Person.
FUNS  Vorname(Person): string.
Nachname (Person): string.
PREDS verheiratet(Person, Person).
Mann (Person) .
Frau(Person) .

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (12)

Ubung:
e Definieren Sie eine Signatur uber

o Bucher (mit Autoren, Titel, ISBN)

Es reicht aus, die Liste der Autoren eines Buches als einen String
zu behandeln. Fortgeschrittene Ubung: Behandeln Sie Bilcher mit
mehreren Autoren, indem Sie Listen von Strings modellieren.

¢ Buchbesprechungen (mit Kritiker, Text, Sternen).

Jede Besprechung ist fur genau ein Buch.

o “Sterne” koOnnen keiner, einer, zwei oder drei
sein.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Signaturen (13) l
Definition:

e Eine Signatur ¥’ = (&', P/, F) ist eine Erweiterung
der Signatur > = (S, P, F), falls
o SC&,
o fur jedes a € §*:
Pa C P,
o fur jedes ¢ € §* und s € S:
Feas C Fhys

e D.h. eine Erweiterung von 2= fugt nur neue Symbole
ZU 2 hinzu.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Interpretationen (1) l

Definition:
e Sei die Signatur > = (S, P, F) gegeben.
e Eine 2 -Interpretation Z definiert:
o eine Menge Z(s) fur jedes s € S (Wertebereich),
¢ Eine Relation Z(p,a) C Z(s1) X --- X I(sp) fur
jedes p € Pound o = s1...8p, € S*.

Im Folgenden schreiben wir Z(p) an Stelle von Z(p,«) wenn « fir
die gegebene Signatur X klar ist (d.h. p nicht Uberladen ist).

¢ eine Funktion Z(f,«): Z(s1) X -+ X Z(spn) — Z(s)
fur jedes f € Fas, seS und a=s71...5np € S™.

e Im Folgenden schreiben wir Z[...] anstatt Z(...).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Interpretationen (2)

Beachte:

e |Leere Wertebereiche verursachen Probleme,
deshalb werden sie normalerweise ausgeschlossen.

Einige Aquivalenzen gelten nicht, wenn die Wertebereiche leer sein
konnen. Zum Beispiel kann die Pranex-Normalform nur unter der An-
nahme erreicht werden, dass die Wertebereiche nicht leer sind.

e In Datenbanken kann dies aber vorkommen.

Z.B. Menge von Personen, wenn die Datenbank gerade erst erstellt
wurde. Auch bei SQL kann es Uberraschungen geben, wenn eine
Tupelvariable uber einer leeren Relation deklariert ist.

e Statt Wertebereich sagt man auch Individuenbe-
reich, Universum oder Domane (engl. Domain).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Interpretationen (3)

e Die Relation Z[p] wird auch die Extension von p
genannt (in 7).

e Formal gesehen sind Pradikat und Relation nicht

gleiche, aber isomorphe Begriffe.

Ein Prdadikat ist eine Abbildung auf die Menge {true, false} boolescher
Werte. Eine Relation ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts Xx.

e Zum Beispiel ist verheiratet(X,Y) genau dann wahr
in Z, wenn (X,Y) € Z|[verheiratet].

e Weiteres Beispiel: (3,5) € 7[<] bedeutet 3 < 5.

Im Folgenden werden die Worter “Pradikatsymbol” und “Relations-
symbol” austauschbar verwendet.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Interpretationen (4) l

Beispiel (Interpretation fir Signatur auf Folie 3-27):
e 7[Person] ist die Menge mit Arno, Birgit und Chris.

e 7[string| ist die Menge aller Strings, z.B. ’a’.

e 7[arno] ist Arno.

e Fiir Stringkonstanten c ist Z[c] = c.

e 7[Vorname| bildet z.B. Arno auf ’Arno’ ab.

e 7[Nachname] liefert fiir alle drei Personen ’Schmidt’.
e Z[verheiratet] = {(Birgit, Chris), (Chris, Birgit)}.

e Z[Mann| = {(Arno), (Chris)}, Z|[Frau] = {(Birgit)}.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Interpretationen (5) l

Beispiel (Forts.):

e Man kann endliche Wertebereiche, Funktionen, und
Relationen (Pradikate) auch als Tabellen darstellen:

Person Vorname Nachname

Armno Arno ’Arno’ Armno ’Schmidt’

Birgit Birgit | ’Birgit’ Birgit | ’Schmidt’

Chris Chris ’Chris’ Chris ’Schmidt’
verheiratet Mann Frau

Birgit | Chris Arno Birgit

Chris | Birgit Chris

Stefan Brass: Datenbanken I

Universitat Halle, 2013
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Datenbanken und Logik (1)'

Datenwerte:

e Das DBMS definiert eine Datentyp-Signatur 2 p
und eine zugehorige Interpretation Zp, wodurch fol-
gendes festgelegt wird (Forts. auf nachster Folie):

o Namen fur die Datentypen (Sorten) und jeweils
einen zugehorigen (nichtleeren) Wertebereich.

¢ Fur jede Sorte Namen fur Datentyp-Konstanten
(wie 123, ’abc’), interpretiert durch Elemente
des entsprechenden Wertebereichs.

Oben wurden Konstanten als nullstellige Funktionen formalisiert,
das ist nur ein technischer Trick, um in der Signatur eine Kom-
ponente einzusparen.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Datenbanken und Logik (2)'

e Festlegung durch >p und Zp, Forts.:

¢ Namen flur Datentyp-Funktionen (wie +, strlen)
mit Argument- und Ergebnissorten, interpretiert
durch entsprechende Funktionen auf den Werte-
bereichen.

¢ Namen flur Datentyp-Pradikate (wie <, odd), in-
terpretiert durch entsprechende Relationen auf
den Wertebereichen.

Anstelle einer Relation kann man auch eine Funktion verwenden,
die einen Wahrheitswert liefert ({w, f}).
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Datenbanken und Logik (3)'

e Ein Datenmodell (wie z.B. das relationale Modell)
wird normalerweise (so wie in Kapitel 2) ohne di-
rekte Zuhilfenahme der Logik definiert:

o Naturlich nimmt man Datentypen (Signatur und
Interpretation) als gegeben an,

¢ aber dann werden DB-Schemata und Zustande
durch Anwendung ublicher mathematischer For-
malismen (wie Mengen, Funktionen) definiert.

o Spatestens bei der Anfragesprache werden aber
viele Konstruktionen der mathematischen Logik
dupliziert.
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Datenbanken und Logik (4)'

e Jedes DB-Lehrbuch auf Uni-Niveau enthalt zwei
formale Anfragesprachen fur das relationale Modell:

¢ Tupelkalkil (mit Variablen fiir ganze Tupel) und
¢ Bereichskalkil (mit Variablen fiir Datenwerte).

e Beide basieren sehr stark auf der mathematischen
Logik (es sind eigentlich Spezialfalle).

e Wenn man aber z.B. nur den Tupelkalkul definiert
(nicht allgemeine Pradikatenlogik), muss man an-
schlieBend bei der Definition des Bereichskalklls
vieles neu definieren (ahnlich, aber nicht identisch).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013



3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-40

Datenbanken und Logik (5)

e In dieser Vorlesung werden Tupelkalkul und Be-
reichskalkul als Spezialfalle allgemeiner Pradikaten-
logik eingefuhrt.

e Dies wird erreicht, indem die Datenmodelle (nicht
nur das relationale, sondern auch das ER-Modell)
in die Pradikatenlogik eingebettet werden.

e Eine Einbettung eines Datenmodells bestimmt Ein-
schrankungen fur Signaturen und Interpretationen.

DB-Schemata legen Signaturen fest, aber man erhalt so nicht be-
liebige Signaturen. DB-Zustande entsprechen Interpretationen, aber
umgekehrt ist nicht jede Interpretation Bild eines DB-Zustandes.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Datenbanken und Logik (6)

e Es gibt oft mehrere MOoglichkeiten, wie die Kon-
strukte eines Datenmodells auf Konstrukte der Lo-
gik abgebildet werden konnen (siehe Tupelkalkil
und Bereichskalkiil).

e Man kann auch, anstatt erst das Datenmodell zu
definieren, und dann die Abbildung in die Logik,
gleich entsprechende Einschrankungen auf Signa-
turen und Interpretationen studieren.

Man muss dann allerdings erklaren, dass z.B. Tupelkalkul und Be-
reichskalkul nicht wirklich verschiedene Datenmodelle sind, sondern
auf den gleichen Konzepten/Ideen beruhen und man Abbildungen von
Signaturen und Interpretationen in beiden Richtungen definieren kann.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Relationale Datenbanken (1)

e In relationalen Datenbanken werden die Daten in
Tabellen abgespeichert, z.B.

Student
SID | Vorname | Nachname
101 | Lisa Weiliss

102 | Michael | Schmidt
103 | Daniel Sommer
104 | Iris Meier

e Statt Zeilen spricht man formal auch von “Tupeln’.

Bei einer Tabelle mit drei Spalten wie im Beispiel entsprechen die
Tabellenzeilen Tripeln, z.B. (101, ’Lisa’, ’Weiss’). Bei vier Spalten:
Quadrupel, bei funf Spalten: Quintupel, u.s.w.
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Relationale Datenbanken (2) l

e In der Logik kann man den Zugriff auf Tabellenzei-
len auf zwei verschiedene Arten formalisieren:

¢ Bereichskalkiul (BK): Eine Tabelle mit n Spalten
entspricht einem n-stelligen Pradikat:
p(ty,...,tn) ist wahr gdw.

t1 |- | tn

eine Zeile der Tabelle ist.

o Tupelkalkul (TK): Eine Tabelle mit n Spalten
entspricht einer Sorte mit n Zugriffsfunktionen,
die die Werte der Spalten liefern.

Alternativ statt Sorte auch einstelliges Pradikat, siehe unten.
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Relationale Datenbanken (3) l

e Im Beispiel wurde der Bereichskalkul ein Pradikat
Student einfuhren.
¢ Student (101, ’Lisa’, ’Weiss’) ware wahr.

¢ Student (200, ’Martin’, ’Mueller’) ware falsch.

Im Bereichskalkil laufen Variablen iber Datentypen (int, string).

e Der Tupelkalkul wurde eine Sorte Student einfuhren,
sowie Zugriffsfunktionen SID, Vorname, Nachname.
o Fur ein X der Sorte Student gilt dann: SID(X) = 101,

Vorname (X) = ’Lisa’, und Nachname(X) = ’Weiss’.

Im Tupelkalkul laufen Variablen uber ganzen Tupeln.
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Relationale DBen: BK (1)

e Ein DBMS definiert eine Menge von Datentypen
(z.B. Strings, Zahlen) mit Konstanten, Datentyp-
funktionen (z.B. 4+) und Pradikaten (z.B. <).

e Fiir diese definiert das DBMS Namen (in der Signa-
tur X) und Bedeutung (in der Interpretation 7).

e Fiir jeden Wert d € 7I[s] gibt es mindestens eine
Konstante ¢ mit Z[c] = d.

D.h. alle Datenwerte sind durch Konstanten benannt. Das wird auch
BereichsabschluBannahme genannt und ist z.B. zur Ausgabe von Da-
tenwerten im Anfrageergebnis wichtig. Im Allg. kdonnen verschiedene
Konstanten den gleichen Datenwert bezeichnen, z.B. 0, 00, -0.
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Relationale DBen: BK (2)

e Das DB-Schema im relationalen Modell (BK) fligt
dann Pradikatsymbole (Relationssymbole) hinzu.

Diese sind die formale Entsprechung der “Tabellen”.

e Der DB-Zustand interpretiert diese durch endliche
Relationen.

Wahrend die Interpretation der Datentypen festgeschrieben und in das
DBMS eingebaut ist, kann die Interpretation der zusatzlichen Pradi-
katsymbole (DB-Relationen) durch Einfligen, Ldschen und Updates
verandert werden. Dafur mussen die DB-Relationen aber eine end-
liche Extension haben. Datentyppradikate sind durch Prozeduren im
DBMS implementiert, wahrend die Pradikate des DB-Schemas durch
Dateien auf der Platte implementiert werden.
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Relationale DBen: BK (3)

e Die wesentlichen Einschrankungen des relationalen
Modells (Variante Bereichskalkil) sind also:

¢ Keine neuen Sorten (Typen),
¢ Keine neuen Funktionssymbole und Konstanten,

¢ Neue Pradikatsymbole konnen nur durch end-
liche Relationen interpretiert werden.

e Zusatzlich mussen Formeln “bereichsunabhangig”
oder ‘“bereichsbeschrankt” sein (siehe unten).

Diese Einschrankung stellt sicher, dass die erlaubten Formeln in einer
gegebenen Interpretation in endlicher Zeit auswertet werden konnen
(obwohl z.B. int als unendliche Menge interpretiert wird).
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Relationale DBen: BK (4)

Beispiel:

e In einer relationalen DB zur Speicherung von Haus-
aufgabenpunkten konnte es drei Pradikate geben:

¢ Student (int SID, string Vorname, string Nachname)

Argumentnamen erklaren die Bedeutung der Argumente (s.0.).
Das erste Argument ist eine eindeutige Nummer, das zweite der
Vorname des Studenten mit dieser Nummer und das dritte der
Nachname. Z.B. konnte Student (101, ’Lisa’, ’Weiss’) wahr sein.

¢ Aufgabe(int ANR, int MaxPt)
Z.B. bedeutet Aufgabe(1, 10): Fur Ubung 1 gibt es 10 Punkte.

¢ Bewertung(int SID, int ANR, int Punkte)

Z.B. bedeutet Bewertung(101, 1, 10), dass Lisa Weiss (die Stu-
dentin mit Nummer 101) 10 Punkte fir Ubung 1 bekommen hat.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Relationale DBen: BK (5)|

Student

SID | Vorname | Nachname
101 | Lisa Weiss
102 | Michael | Schmidt
103 | Daniel Sommer
104 | Iris Meier
Aufgabe
ANR | MaxPt

1 10

2 10

10
8

Bewertung
SID | ANR | Punkte
101 1
101 2
102 1
102 2
103 1

9
9
5

Stefan Brass: Datenbanken I

Universitat Halle, 2013
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Relationale DBen: TK (1)

e \Wie ublich, definiert das DBMS auch beim Tupel-
kalkll eine Menge von Datentypen (mit Konstan-
ten, Funktionen, Pradikaten).

In diesem Punkt gibt es zunachst keinen Unterschied zum Bereichs-
kalkiil. Es kommen aber noch Record-Typen hinzu (siehe unten).

e Das DB-Schema fugt dann Folgendes hinzu:
o Sorten (eine fiur jede Relation/Tabelle).

¢ einstellige Funktionen, jeweils von einer der neu-

en Sorten in einen Datentyp (fur jede Spalte).

Dies sind Zugriffsfunktionen fir die Attribute/Komponenten der
Zeilen/Tupel /Records.
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Relationale DBen: TK (2)

e In der Punkte-DB gibt es z.B. die Sorte Student mit
den Funktionen
¢ SID(Student): int
¢ Vorname(Student): string

¢ Nachname (Student): string

Die Werte der Sorte Student sind die Tabellenzeilen. Jede der
Funktionen liefert den Wert der entsprechenden Spalte fur die
als Argument gegebene Tabellenzeile. Diese Zugriffsfunktionen
tun also nichts anderes, als jeweils eine Komponente des Re-

cords/Tupels auszuwahlen.

e Beispiel fiir Uberladung: SID(Bewertung): int.
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Relationale DBen: TK (3)

e Z.B. enthdlt Z[Student] das Tupel
t = (101, 'Lisa’, "Weiss')
e Dann ist Z[SID](¢) = 101.

e Selbstverstandlich mussen die neuen Sorten als end-
liche Mengen interpretiert werden (ggf. auch leer).

Man fordert auch, dalB es keine zwei verschiedenen Tupel geben kann,
die in den Werten aller Zugriffsfunktionen tbereinstimmen. Dies ist fur
die Aquivalenz zum Bereichskalkiil wichtig, da dort ein Pradikat nicht
zweimal wahr sein kann. In der Praxis (SQL) konnte es tatsachlich
solche Tupel geben, die in allen Komponenten ubereinstimmen. Fast
immer werden aber Schlissel fur eine Relation/Tabelle definiert, und
dann kann dieser Fall wieder nicht auftreten.
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Relationale DBen: TK (4)'

e Man braucht auch Tupel, die nicht an Tabellen ge-
bunden sind (z.B. fuir Vereinigung zweier Spalten).

e Formal fuhrt das DBMS hierzu unendlich viele Sor-
ten mit Namen wie “<a: string, b: int>" ein, die
¢ fest als das kartesische Produkt der entsprechen-

den Datentypen interpretiert werden, und

¢ auf denen dann Zugriffsfunktionen fur die Kom-
ponenten definiert sind, im Beispiel a und b.

Dies ist einfach eine Erweiterung der Datentypen: Es gibt jetzt
eben auch Record-Typen.
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Relationale DBen: TK (5)

e [atsachlich braucht man diese allgemeinen Record-
Typen nur auf duBerster Ebene (zur Ausgabe).

SQL vermeidet das und braucht dann aber die Moglichkeit, mehrere
Anfragen mit UNION zu verbinden.

e \Wenn man die Record-Typen akzeptiert, kann man
die Relationen auch als Pradikate der Stelligkeit 1
auf dem entsprechenden Record-Typ verstehen.

Theoretisch schoner: Nur eine Formalisierung von Tabellenzeilen. Die-
ser Ansatz ist aber in der praktischen Anwendung in Formeln (Anfra-
gen) etwas miihsamer, so daB man eine Syntax, die “Relationen als
Sorten” entspricht, dann doch als Abklrzung einfuhrt.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Entity-Relationship-Modell (1)'

e Im Entity-Relationship-Modell kann das DB-Schema
folgendes einfiihren (bei gegebenen Datentypen):
¢ neue Sorten (“Entity-Typen’),
¢ neue Funktionen der Stelligkeit 1 von Entity-
Typen zu Datentypen (“Attribute™),

¢ neue Pradikate zwischen Entity-Typen, evtl. be-
schrankt auf Stelligkeit 2 (“Relationships’).

¢ nheue Funktionen, die auf gleichen Entity-Typen
wie Relationships definiert sind, aber einen Da-
tentyp zuriickgeben ( “Relationship-Attribute’).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Entity-Relationship-Modell (2)

e Die Interpretation von Entity-Typen (im Daten-
bankzustand) muss immer endlich sein.

Damit sind auch Attribute und Relationships endlich.

e Funktionen fur Relationship-Attribute miussen bei
Eingabewerten, fur die das Relationship falsch ist,
einen festen Dummy-Wert als Ausgabe haben.

Anfragen sollten so geschrieben sein, dass der genaue Dummy-Wert
fur das Anfrageergebnis unwichtig ist. Z.B. wenn f ein Attribut des
Relationships p ist, wiirde eine Formel der Form p(X, Y)Af(X,Y) = Z
diese Eigenschaft haben. Tatsachlich sollte f eine partielle Funktion
sein: Dies wird unten im Abschnitt uber dreiwertige Logik behandelt.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Entity-Relationship-Modell (3)'

Beispiel (Hausaufgabenpunkte):

e Sorten: Student und Aufgabe.

e Funktionen:

¢ SID(Student): int
Vorname (Student) : string
Nachname (Student) : string.
ANR (Aufgabe) : int
MaxPt (Aufgabe): int

S0 0O

e Pradikat: hat_abgegeben(Student, Aufgabe).
Funktion: Punkte(Student, Aufgabe): int

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Entity-Relationship-Modell (4)'

e Man kann eine Signatur im ER-Modell gut durch
ein Diagramm veranschaulichen (siehe Kapitel 8):

(s (" ANR )

(Vorname>— Student abgegeben Aufgabe

@\Iachname
(Punkte) ( Maxbt >

e Rechtecke stehen fiir Sorten ( “Entity-Typen’).
e Ovale fur Funktionen (“Attribute”).
e Rauten fir Pradikate ("“Relationships’).
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Datenbank-Entwu rfI

e Aufgabe des DB-Entwurfs ist es, ein DB-Schema

fur eine gegebene Anwendung zu entwickeln.

e In der Logik bedeutet das, eine Signatur > zu ent-
werfen, so dal3 die abzuspeichernde Information in
den 2_-Interpretationen stehen kann.

Genauer muB man nur den anwendungsspezifischen Teil der Signatur
entwerfen: Die Datentypen sind durch das DBMS schon vordefiniert.

o Jedes Datenmodell legt bestimmte Einschrankun-
gen fur Signaturen und Interpretationen fest.
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Inhawl

1. Einfuhrung, Motivation, Geschichte

2. Signhaturen, Interpretationen

[3. Formeln, Modelle ]

4. Formeln in Datenbanken

5. Implikationen, Aquivalenzen

6. Partielle Funktionen, Dreiwertige Logik
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Variablendeklaration (1)

Definition:
e Sei die Signatur > = (S, P, F) gegeben.

e Eine Variablendeklaration fur > ist eine partielle
Abbildung v:VARS — &, soO dass

o der Definitionsbereich von v ist endlich, und

Das ist keine Einschrankung, weil jede Formel nur endlich viele
Variablen enthalt.

o fur ce FeNVARS ist v(c) undefiniert.

Wenn ein Bezeichner schon als Konstante verwendet wird, kann
er nicht gleichzeitig als Variable benutzt werden, weil sonst Vor-
kommen des Bezeichners in Formeln mehrdeutig waren.
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Variablendeklaration (2)'

Beispiel:

e Variablendeklarationen definieren, welche Variablen
verwendet werden konnen, und was ihre Sorten sind:

1%
Variable | Sorte
SID int
Punkte int

A Aufgabe

Jede Variable muss eine eindeutige Sorte haben.

e Variablendeklarationen werden auch in der Form
v = {SID/int, Punkte/int, A/Aufgabe} geschrieben.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Variablendeklaration (3)

Bemerkung:

e Die Variablendeklaration ist nicht Teil der Signatur,
da sie lokal durch Quantoren gedandert wird (s.u.).

Die Signatur ist fur die gesamte Anwendung fest, die Variablendekla-
ration andert sich schon innerhalb einer der Formel.

e Naturlich waren auch andere Formalisierungen an-
statt der partiellen Abbildung moglich.

Die Abbildung bot sich an, da die semantische Entsprechung, die Va-
riablenbelegung (siehe Folie 3-88), ganz natirlich eine Abbildung ist.
Eine partielle Abbildung wurde gewahlt, damit man die Variablende-
klaration endlich aufschreiben kann.
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Variablendeklaration (4)'

Definition:
e Sei v eine Variablendeklaration, X € VARS, und
s e S.

e Dann schreiben wir v(X/s) fur die lokal modifizierte
Variablendeklaration v/ mit
falls V =X

/ I I
vi(V) = { v(V) sonst.
Bemerkung:

e Beides ist moglich: v kann fur X schon definiert
sein, oder an dieser Stelle bisher undefiniert sein.
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Terme (1)

e [erme sind syntaktische Konstrukte, die zu einem
Wert ausgewertet werden kdnnen (z.B. zu einer
Zahl, einer Zeichenkette, oder einer Person).

e Es gibt drei Arten von Termen:
¢ Konstanten, z.B. 1, ’abc’, arno,
¢ Variablen, z.B. X,

¢ zusammengesetzte Terme, bestehend aus Funk-
tionssymbolen angewandt auf Argumentterme,

Z.B. Nachname (arno).
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Terme (2) l

e Zusammengesetzte Terme konnen beliebig tief ge-
schachtelt sein, z.B.

mult (div(Punkte(S,A), MaxPt(A)), 100)
e Oder mit Infix-Operatoren fur Multiplikation und
Division (nur andere Syntax fur Funktionsaufrufe):
(Punkte(S,A)/MaxPt(A)) * 100)
e Terme sollten aus Programmiersprachen bekannt

sein. Dort sagt man Ausdruck oder Wertausdruck
(engl. expression) statt Term.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Terme (3) l
Definition:

e Sei eine Signatur >~ = (S, P, F) und eine Variablen-
deklaration v fur 2 gegeben.

e Die Menge TEyx ,(s) der Terme der Sorte s ist fol-
gendermal3en rekursiv definiert:

¢ Jede Variable V€ VARS mit v(V) = s ist ein

Term der Sorte s (dafir muss v definiert sein fir V).

¢ Jede Konstante c € F¢s ist ein Term der Sorte s.

¢ Wenn t1 ein Term der Sorte sq1 ist, ..., tp ein
Term der Sorte sp, und f € Fos Mit o = s71... 5n,
n > 1, dannist f(¢1,...,tn) €in Term der Sorte s.
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Terme (4)

Definition, fortgesetzt:

e Jeder Term kann durch endlich haufige Anwendung
obiger Regeln konstruiert werden. Nichts anderes
ISt ein Term.

Diese Bemerkung ist formal wichtig, da die obigen Regeln nur festle-
gen, was ein Term ist, und nicht, was kein Term ist. Dazu muss die
Definition abgeschlossen werden. (Selbst wenn man die obigen Regeln
als Gleichungssystem auffasst, muBten unendliche Baumstrukturen als
Losungen ausgeschlossen werden.)

Definition:

e TEy , = U,csTEs ,(s) sei die Menge aller Terme.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Terme (5)

e Wie oben schon gezeigt, werden einige Funktionen
ublicherweise als Infix-Operatoren zwischen ihre Ar-
gumente (Operanden) geschrieben, also z.B. X+1
statt der “offiziellen” Notation +(X,1).

Wenn man damit anfangt, muss man auch Rangfolgen (Prioritaten)
der Operatoren definieren, und explizite Klammerung erlauben. Die
formalen Definitionen werden dadurch komplizierter.

e Aufrufe von Funktionen der Stelligkeit 1 kann man
auch in Punktnotation (objektorientiert) schreiben,

z.B. “X.Nachname'' fur ‘“Nachname(X)'.
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Terme (6)

e “‘Syntaktischer Zucker” wie Infix- und Punktnota-
tion ist in der Praxis sinnvoll, aber fur die Theorie
der Logik nicht wichtig.

In Programmiersprachen gibt es manchmal Unterschiede zwischen der
“konkreten Syntax” und der “abstrakten Syntax” (Syntaxbaum). Die
abstrakte Syntax |aBt viele Details weg und beschreibt eher die inter-
nen Datenstrukturen des Compilers.
e Im Folgenden nutzen wir die obigen Abkurzungen
in praktischen Beispielen, aber die formalen Defini-
tionen behandeln nur die Standardnotation.

Die Ubersetzung von Abklrzungen in Standardnotation sollte offen-
sichtlich sein.
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Terme (7)

e Terme kann man in Operatorbaumen visualisieren
(“ll" bezeichnet in SQL die Stringkonkatenation):
| |

T

| | Nachname
Vorname > X
X
e Ubung: Wie kann man diesen Term mit “||"” als

Infixoperator und mit Punktnotation schreiben?
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Terme (8) l

e \Welche der folgenden Ausdrucke sind korrekte Ter-
me (bezlglich der Signatur auf Folie 3-27 und einer
Variablendeklaration v mit v(X) = string)?

Ubung:

arno

Vorname

Vorname (X)

Vorname (arno, birgit)

verheiratet(birgit, chris)

X

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Atomare Formeln (1)'

e Formeln sind syntaktische Ausdrucke, die zu einem
Wahrheitswert ausgewertet werden konnen, z.B

1< X AX <10,

e Atomare Formeln sind die grundlegenden Bestand-
teile zur Bildung dieser Formeln (Vergleiche etc.).

e Atomare Formeln konnen folgende Formen haben:
¢ Ein Pradikatsymbol, angewandt auf Terme, z.B.

verheiratet(birgit, X) oder die_sonne_scheint.
¢ Eine Gleichung, z.B. X = chris.
¢ Die logischen Konstanten T (wahr), L (falsch).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Atomare Formeln (2) l

Definition:

e Sei eine Signatur X~ = (S, P, F) und eine Variablen-
deklaration v fur > gegeben.

e Eine atomare Formel ist ein Ausdruck der Form:
o p(t1,...,tn) Mt p € Po, a =581...50, €S, n>0
und t; € TEy ,(s;) furi=1,...,n.
o p mit p € Pe,
o t1 =tp mit t1,tp € TEx ,(s), s € S.
o | oder L.

e ATy , sei die Menge der atomaren Formeln fur >, v.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Atomare Formeln (3)

Bemerkungen:

e FuUr einige Pradikate verwendet man ublicherweise
Infixnotation, z.B. X > 1 statt > (X,1).

In der Praxis (und in den folgenden Beispielen) wird diese Ulbersichtli-
chere Notation verwendet. In den formalen Definitionen wird hier aber
die Standard-Notation vorausgesetzt.

e Es ist moglich, “"=" als normales Pradikat zu be-
handeln, wie es einige Autoren auch tun.

Die obige Definition garantiert, daB zumindest die Gleichheit fur alle
Sorten verfugbar ist. Die Definition des Wahrheitswertes einer Formel
(s.u.) stellt sicher, daB es auch immer die Standardinterpretation hat.
Wenn man “=" als normales Pradikat behandelt, braucht man ent-
sprechende Axiome, und muB Aquivalenzklassen von Werten bilden.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (1) l
Definition:

e Sei eine Signatur >~ = (S, P, F) und eine Variablen-
deklaration v fur 2= gegeben.

e Die Mengen FOsyx , der (X,v)-Formeln sind folgen-
dermalBen rekursiv definiert:

¢ Jede atomare Formel F € ATy , ist eine Formel.
¢ Wenn F und G Formeln sind, so auch (—=F),
(FANG), (FVGE), (F+@G), (F—@G), (F+ Q).
o (Vs X:F)und (3sX:F)sindin FOyx , falls s € S,
X € VARS, und F eine (X, v(X/s) )-Formel ist.
¢ Nichts anderes ist eine Formel.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (2)'

e Die intuitive Bedeutung der Formeln ist wie folgt:
o —F: "nicht F"" (F ist falsch).

FAG: "F und G" (beide sind wahr).

FVv G:. "F oder G" (eine oder beide sind wahr).

F «+— G: "F wenn G" (ist G wahr, so auch F)

F — G: "wenn F, dann G”

F «— G: "“"F genau dann, wenn G".

Vs X:F: “fur alle X (der Sorte s) gilt F".

ds X: F': "es gibt ein X (aus s), so daBB F gilt".

R S * RO RO SR O R O

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (3)

e Bisher wurden viele Klammern gesetzt, um eine ein-
deutige syntaktische Struktur zu sichern.

Fur die formale Definition ist das eine einfache Losung, aber fur For-
meln in realen Anwendungen wird diese Syntax unpraktisch.

e Regeln zur Klammersetzung:
¢ Die auBersten Klammern sind nie notwendig.

¢ — bindet am starksten, dann A, dann V, dann <,
—, <> (gleiche Starke), und als letztes V, 4.

¢ Da A und V assoziativ sind, werden z.B. fur
F1 N Fo N\ F3 keine Klammern benotigt.

Beachte, dass — und < nicht assoziativ sind.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (4)

Formale Behandlung der Bindungsstarke:

e Eine Formel der Stufe 0 (Formel-0) ist eine atomare
Formel oder eine in (...) eingeschlossene Formel-5.

Die Stufe einer Formel entspricht der Bindungsstarke des aulBersten
Operators (kleinste Nummer bedeutet hochste Bindungsstarke). Man
kann jedoch eine Formel-: wie eine Formel-5 verwenden mit 5 > 2. In
entgegengesetzter Richtung werden Klammern bendotigt.

e Eine Formel-1 ist eine Formel-0 oder eine Formel
der Form —F', wobei F eine Formel-1 ist.

e Eine Formel-2 ist eine Formel-1 oder eine Formel
der Form Fj7 A F», wobei Fy7 eine Formel-2 ist, und
F> eine Formel-1 (implizite Klammerung von links).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (5)'

Formale Behandlung der Bindungsstarke, fortgesetzt:

e Eine Formel-3 ist eine Formel-2 oder eine Formel
der Form Fy VvV F> mit einer Formel-3 F7 und einer
Formel-2 F5.

e Eine Formel-4 ist eine Formel-3 oder eine Formel
der Form Fy < Fo, F; — F5, F7 < F5, wobei Fj
und F» Formeln der Stufe 3 sind.

e Eine Formel-5 ist eine Formel-4 oder eine Formel
der Form Vs X: F, d4s X: F mit einer Formel-5 F'.

e Eine Formel ist eine Formel der Stufe 5 (Formel-5).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (6)

Abkurzungen fur Quantoren:

e \Wenn es nur eine mogliche Sorte fur eine quanti-
fizierte VVariable gibt, kann man sie weglassen, d.h.

VX: I statt Vs X: F schreiben (entsprechend fur 3).

Oft ist der Typ der Variablen durch ihre Verwendung eindeutig festge-
legt (z.B. Argument eines Pradikates mit eindeutiger Argumentsorte).

e \Wenn ein Quantor direkt auf einen anderen Quan-

tor folgt, kann man den Doppelpunkt weglassen.
Z.B. VX JdY: F statt VX:dY: F.

e Statt einer Sequenz von Quantoren gleichen Typs,
z.B. VXq...VXyu: F, schreibt man VXq,...,Xun: F.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (7) '

Abkurzung fur Ungleichheit:

e 11 #* t> kann als Abklirzung fiur —(t1 = t») verwen-
det werden.

Ubung:
e Es sel Folgendes gegeben:
¢ Eine Signatur > mit < € Piptint und 1,10 € Fe int

¢ Eine Variablendeklaration v mit v(X) = int.

o Ist 1 < X <10 eine syntaktisch korrekte Formel?

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln (8) l

e \Welche der folgenden Formeln sind syntaktisch kor-
rekt (bezliglich der Signatur von Folie 3-27)7

VX,Y:verheiratet(X,Y) — verheiratet(Y,X)
V Person P: V Mann(P) V Frau(P)

Ubung:

VPerson P: arno V birgit V chris

Mann(chris)

V string X: JPerson X. verheiratet(birgit, X)

verheiratet(birgit, chris)
A V verheiratet(chris,birgit)

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Geschlossenene Formeln (1)'

Definition:

e Sei eine Signatur > gegeben.

e Eine geschlossene Formel (fur X) ist eine (X, v)-
Formel fur die leere Variablendeklaration v.

D.h. die Variablendeklaration, die uberall undefiniert ist.

Ubung:
e \Welche der folgenden Formeln sind geschlossen?
Frau(X) A dX:verheiratet(chris, X)

Frau(birgit) A verheiratet(chris, birgit)
JX: verheiratet(X,Y)

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Geschlossenene Formeln (2)

Bemerkung:

e Um festzulegen, ob eine Formel wahr oder falsch
ist, braucht man aubBer einer Interpretation auch
Werte fur die Variablen, die nicht durch Quantoren
gebunden sind (freie Variablen).

e Bei geschlossenen Formeln reicht die Interpretation.

Alle in der Formel verwendeten Variablen sind in der Formel selbst
durch einen Quantor eingefuhrt. Es gibt keine Variablen, die schon
von auBen kommen (gewissermaBen als Parameter).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Variablen In einem TermI

Definition:

e Die Funktion vars berechnet die Menge der Varia-
blen, die in einem gegebenem Term t auftreten.

¢ Wenn t eine Konstante c ist:
vars(t) 1= 0.
¢ Wenn t eine Variable V ist:
vars(t) .= {V}.
o Wenn t die Form f(tq1,...,tn) hat:

vars(t) := 6 vars(t;).
1=1

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Definition:

free(F) := free(G) — {X}.

Freie VVariablen einer Formel'

e free(F) ist die Menge der freien Variablen in F:

o Ist FF atomare Formel p(t1,...,tn) oder t1 = t»o:

free(F) = 6 vars(t;).
1=1

o Ist F logische Konstante T oder L: free(F) := (.

¢ Wenn F' die Form (=G) hat: free(F') := free(G).

o Wenn F die Form (G1ANG»), (G1V G»s), etc. hat:
free(F) .= free(G1) U free(Go).

o Wenn F die Form (Vs X:G) oder (s X:G) hat:

Stefan Brass: Datenbanken I

Universitat Halle, 2013
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Variablenbelegung (1)'

Definition:
e Eine Variablenbelegung A fur Z und v ist eine par-
tielle Abbildung von VARS auf Usesz[s].

e Sie definiert fur jede Variable V, fur die v definiert
ist, einen Wert aus Z[s], wobei s :=v(V).

Bemerkung:

e D.h. eine Variablenbelegung legt fur alle Variablen,
die in v deklariert sind, Werte aus Z fest (jeweils
passender Sorte).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Variablenbelegung (2)'

Beispiel:
e Es sei folgende Variablendeklaration v gegeben:

174

Variable | Sorte
X string
Y Person

e Eine mogliche Variablenbelegung ist

A
Variable | Wert
X abc
Y Chris

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Variablenbelegung (3)'

Definition:
e A(X/d) sei die Variablenbelegung A’, die bis auf
A'(X) = d mit A lUbereinstimmt.

Beispiel:

e Wenn A die Variablenbelegung von der letzten Folie
ist, so ist A(Y/Birgit):

A/
Variable | Wert
X abc
Y Birgit

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Wert eines Terms'

Definition:
e Sei eine Signatur 2., eine Variablendeklaration v

fur 2, eine > -Interpretation Z, und eine Variablen-
belegung A fur (Z,v) gegeben.

o Der Wert (Z, A)[t] eines Terms t € TEy , ist wie
folgt definiert (Rekursion Uber die Termstruktur):
o Ist t eine Konstante ¢, dann ist (Z, A)[t] := Z|[c].
o Ist t eine Variable V, dann ist (Z, A)[t] .= A(V).
o Hat t die Form f(¢1,...,tn), mMit ¢; der Sorte s;:

(Z, A)[t] :=Z[f,s1...sn]({(Z, A)[t1],...,{(Z, A)[tn]).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Wahrheit einer Formel (1)'

Definition:
e Der Wahrheitswert (Z, A)[F] € {f,w} einer Formel F
in (Z,.A) ist definiert als (f bedeutet falsch, w wahr):

o Ist F eine atomare Formel p(t1,...,tn) mMit den
Termen t; der Sorte s;:
(w falls (Z, A)[t1], .- -, (Z, A) [tn])

(Z, A)[F] =« € Z[p, s1--.5n]
\f sonst.

¢ (auf den nachsten 3 Folien fortgesetzt .. .)

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Wahrheit einer Formel (2)'

Definition, fortgesetzt:

e \Wahrheitswert einer Formel, fortgesetzt:
¢ Ist F' eine atomare Formel t1 = to:

| w falls (Z, A)[t1] = (Z, A)[to]
(L, AF] = { f sonst.

o Ist F' “true” T: (Z,A)[F]:=w.
o Ist F' “false” 1: (Z,A)[F]:=T.
¢ Hat F die Form (—=G):

| w falls (Z, A)[G] =T
Z ANF] = { f sonst.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Wahrheit einer Formel (3)'

Definition, fortgesetzt:

e \Wahrheitswert einer Formel, fortgesetzt:
¢ Hat F die Form (G1 AN G»), (G1V Go), etc.:

G| Go | A V | «— | = | &
f f f f W | W | W
f W f W f W f
W f f W | W f f
W | W W | W | W | W | W

Z.B. falls (Z, A)[G1] = w und (Z, A)[G2] = fdann (Z, A)[(G1 ANG2)] = T.

Stefan Brass: Datenbanken I

Universitat Halle, 2013
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Wahrheit einer Formel (4)'

Definition, fortgesetzt:

e \Wahrheitswert einer Formel, fortgesetzt:

¢ Hat F die Form (Vs X:G):

(w falls (Z, A(X/d))[G] =W
(L, A)[F] =4 fur alle d € Z[s]
| T sonst.

¢ Hat F die Form (s X:G):

(w falls (Z, A(X/d))[G] =w
(Z, A)[F] := flir mindestens ein d € Z[s]
| T sonst.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Modell (1)

Definition:
o Ist (Z, A)[F] = w, so schreibt man auch (Z, A) = F.
Dann heiBt (Z, A) ein Modell von F.
Man sagt dann auch (Z, A) erfullt F bzw. F ist in (Z,.A) wahr.

Viele Autoren wenden den Beriff “Modell” allerdings nur auf Interpre-
tationen allein an (ohne Variablenbelegung), wie im folgenden Punkt
beschrieben.

e Sei F eine (X,v)-Formel. Gilt (Z, A)[F] = w fur alle
Variablenbelegungen A (fur Z und v), so schreibt
man Z = F und nennt Z ein Modell von F'.

D.h. freie Variablen werden als V-quantifiziert behandelt. Die Varia-
blenbelegung ist aber irrelevant, falls F' eine geschlossene Formel ist.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Modell (2)

Definition:
e Eine Formel F heiBt konsistent gdw. es 7 und A
gibt mit (Z, A) = F (d.h. wenn sie ein Modell hat).

Entsprechend fur Mengen von Formeln.

Manche Autoren nennen eine Formel nur dann konsistent, wenn sie in
einer Interpretation Z fur alle Variablenbelegungen A wahr ist. Wenn
sie nur fur mindestens eine Variablenbelegung wahr ist, wurde die

Formel “erfullbar’” heilBen.

e [ ist inkonsistent gdw. F' ist nicht konsistent.

D.h. F' ist immer falsch, egal welche Interpretation und Variablenbe-
legung man nimmt. Mit anderen Worten: F' hat kein Modell. (Man
beachte wieder, dalB es in manchen Buchern “unerfullbar’ heil3t, und

inkonsistent etwas schwacher ist.)

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Modell (3)

Definition:
o (L, A) = & fur eine Menge & von 2-Formeln gdw.
(Z,A) = F fur alle F € &.

Analog wird Z = &, Modell und Konsistenz einer Menge & von For-
meln definiert: Man fordert die entsprechende Eigenschaft jeweils fur
alle Formeln F € &.

Definition:
e Eine (X,v)-Formel F' nennt man Tautologie gdw.
fir alle X-Interpretationen Z und (3, v)-Variablen-
belegungen A qilt: (Z,A) = F.

D.h. Tautologien sind immer wahr.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Modell (4)|

e Man betrachte die Interpretation auf Folie 3-34:
¢ T|Person] = {Arno, Birgit, Chris}.
¢ ZT|verheiratet] = {(Birgit, Chris), (Chris, Birgit)}.
¢ Z[Mann] = {(Arno), (Chris)},

Z[Frau] = {(Birgit)}.

e \Welche der folgenden Formeln ist in Z wahr?

V Person X: Mann(X) <+ —Frau(X)

V Person X: Mann(X) V —Mann(X)

Ubung:

J Person X: Frau(X) A =3 Person Y: verheiratet(X,Y)

d Person X, Person Y, Person Z: X=Y A Y=Z A X+Z

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Inhawl

1. Einfuhrung, Motivation, Geschichte

2. Signhaturen, Interpretationen

3. Formeln, Modelle

[4. Formeln in Datenbanken ]

5. Implikationen, Aquivalenzen

6. Partielle Funktionen, Dreiwertige Logik

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln in Datenbanken (1)

e \Wie oben erklart, definiert das DBMS eine Signa-
tur 2p und eine Interpretation Zp fur die eingebau-
ten Datentypen (string, int, ...).

e Dann erweitert das DB-5chema diese Signatur 2 p
zu der Signatur > aller Symbole, die z.B. in Anfra-
gen verwendet werden konnen.

Jedes Datenmodell legt gewisse Restriktionen fur die Art der neuen
Symbole, die eingefuhrt werden konnen, fest. Z.B. kann im klassischen
relationalen Modell (Bereichskalkiil) das Datenbankschema nur neue
Pradikatsymbole definieren.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Formeln in Datenbanken (2)

e Der DB-Zustand ist dann eine Interpretation Z fur
die erweiterte Signatur 2.

Das System speichert naturlich nur die Interpretation der Symbole von
“> —>p" explizit ab, da die Interpretation der Symbole in >p schon in
das DBMS eingebaut ist und nicht verandert werden kann. AuBerdem
konnen nicht beliebige Interpretationen als DB-Zustand verwendet
werden. Die genauen Restriktionen hangen vom Datenmodell ab, aber
die neuen Symbole mussen eine endliche Interpretation haben.

e Formeln werden in Datenbanken verwendet als:
o Integritatsbedingungen (Constraints)
o Anfragen (Queries)
o Definition abgeleiteter Symbole (Sichten, Views).

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Integritatsbedingungen (1)

e Nicht jede Interpretation ist als DB-Zustand zulassig.

Der Zweck einer DB ist, einen Teil der realen Welt zu modellieren. In
der realen Welt existieren gewisse Restriktionen. Dafur sollen Inter-
pretationen, die diese Restriktionen verletzen, ausgeschlossen werden.

e /.B. mulB eine Person in der realen Welt mannlich
oder weiblich sein, aber nicht beides. Daher sind fol-
gende Formeln in jedem sinnvollen Zustand erfullt:

¢ VPersonX: Mann(X) V Frau(X)
¢ VPersonX: —Mann(X) V —Frau(X)

e Dies sind Beispiele fur Integritatsbedingungen.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Integritatsbedingungen (2)

e Integritatsbedingungen sind geschlossene Formeln.

Das Datenmodell muss nicht beliebige Formeln zulassen. Eine typische
Einschrankung ist die Bereichsunabhangigkeit (siehe unten).

e Eine Menge von Integritatsbedingungen wird als
Teil des DB-Schemas spezifiziert.

e Einen DB-Zustand (Interpretation) nennt man zu-
lassig, wenn er alle Integritatsbedingungen erfullt.

Im Folgenden betrachten wir nur zulassige DB-Zustande. Dabei spre-
chen wir dann wieder nur von “"DB-Zustand".

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Integritatsbedingungen (3) l

Schlussel:

o Objekte werden oft durch eindeutige Datenwerte
(Zahlen, Namen) identifiziert.

e Beispiel (Punkte-DB, ER-Variante, Folie 3-57):
Es soll keine zwei verschiedene Objekte des Typs
Student Mit der gleichen SID geben:

V Student X, Student Y: SID(X) = SID(Y) — X =Y

e Alternative, aquivalente Formulierung:

— JStudent X, Student Y: SID(X) = SID(Y) A X &Y

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Integritatsbedingungen (4) l

Schlussel, Forts.:

e In der relationalen Variante (Bereichskalkil, Folie
3-48) wird ein Pradikat der Stelligkeit 3 verwendet,
um die Studentendaten zu speichern.

e Das erste Argument (SID) identifiziert die Werte
der anderen (Vorname, Nachname) eindeutig:

Vint SID, string V1, string V2, string N1, string N2:
Student(SID,V1,N1) A Student(SID,V2,N2) —
Vi=V2 AN N1 = N2

e Da Schlussel in der Praxis haufig vorkommen, hat
jedes Datenmodell eine spezielle Notation dafur.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013



3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-107

Integritatsbedingungen (5) l

Ubung:
e Man betrachte das Schema auf Folie 3-48:

¢ Student(int SID, string Vorname, string Nachname)

¢ Aufgabe(int ANR, int MaxPt)

¢ Bewertung(int SID, int ANR, int Punkte)

e Formulieren Sie folgende Integritatsbedingungen:
¢ Die Punkte in Bewertung sind stets nichtnegativ.

¢ FUuUr jede ANR, die in der Tabelle Bewertung Vvor-
kommt, gibt es auch einen Eintrag in Aufgabe.

Dies ist ein Beispiel einer “Fremdschlusselbedingung”. Sie ent-
spricht dem Verbot von " broken links” / “Pointern ins Nirvana'.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Anfragen: Form AI

e Eine Anfrage (Form A) ist ein Ausdruck der Form
{81 Xl,...,San ‘ F},

wobei F' eine Formel bzgl. der gegebenen Signatur
> und Variablendeklaration {X1/s1,...,Xn/sn} ist.

Auch hier kann es Restriktionen fur die moglichen Formeln F geben,
vor allem die Bereichsunabhangigkeit (siehe unten).

e Die Anfrage fragt nach allen Variablenbelegungen A
fur die Ergebnisvariablen X4,..., X, fur die die For-
mel F' im gegebenen DB-Zustand Z wahr ist.

Um sicherzustellen, dass die Variablenbelegungen ausgegeben werden
konnen, sollten die Sorten s; der Ergebnisvariablen Datentypen sein.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Anfragen: BK (1)'

Beispiel I:

e Man betrachte das Schema auf Folie 3-48:
¢ Student(int SID, string Vorname, string Nachname)
¢ Aufgabe(int ANR, int MaxPt)

¢ Bewertung(int SID, int ANR, int Punkte)

e \Wer hat mindestens 8 Punkte fur Hausaufgabe 17

{string Vorname, string Nachname | 3int S, int P:
Student (S, Vorname, Nachname) A
Bewertung(S, 1, P) A P > 8}

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Anfragen: BK (2) l
e Die Formeln Student(S, Vorname, Nachname) und

Bewertung(S, 1, P)

Student

entsprechen Tabellenzeilen:

SID | Vorname

Nachname

S | Vorname

Nachname

Bewertung
SID | ANR | Punkte
S 1 P

sich auf den gleichen Studenten beziehen.

e Durch die gleiche Variable s werden die Eintrage in
den beiden Tabellen verknlpft (“Join” ): Sie missen

Eine Variable kann zu einem Zeitpunkt (d.h. in einer Variablenbele-
gung) ja nur einen Wert haben.

Stefan Brass: Datenbanken I
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Anfragen: BK (3)'

e \Was halten Sie von dieser Anfrage?

Ubung:

string Vorname, string Nachname

g g
(dint S: Student(S, Vorname, Nachname)) A
(dint S, int P: Bewertung(S, 1, P) A P >38)}

Bemerkung:

e \Wenn die atomaren Formeln nicht durch gemein-
same Variablen verknupft sind, liegt sehr haufig ein
Fehler vor.
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Beispiel II:

Anfragen: BK (4)

e Geben Sie alle Ergebnisse von Lisa Weiss aus:
{int Aufg, int Punkte | 3 int Stud:

Student(Stud, ’Lisa’, ’Weiss’) A

Bewertung(Stud, Aufg, Punkte)}
e Entspricht den beiden verknupften Tabellenzeilen:

Student

SID

Vorname | Nachname

Bewertung

SID

ANR

Punkte

Stud

’Lisa’ ’Weiss’

Stud

Aufg

Punkte

Beide Beispiele folgen dem gleichen (haufigen) Muster: Alle Varia-
blen, die nicht ausgegeben werden, sind existenz-quantifiziert. Die
Ausgabevariablen eigentlich auch: Man sucht ja Belegungen, die die
Bedingung wahr machen.

Stefan Brass: Datenbanken I
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Ubung:

Student

Anfragen: BK (5)

o Geben Sie die Studenten aus, die 10 Punkte in
Ubung 1 und 10 Punkte in Ubung 2 haben.

Geben Sie bitte den Nachnamen und den VVornamen dieser Studieren-
den aus, nicht nur die Nummer.

e Die relevanten Tabellen/Pradikate sind:

SID

Vorname

Nachname

Bewertung

SID

ANR | Punkte

Stefan Brass: Datenbanken I
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Anfragen: BK (6)'

Beispiel II:
e Wer hat Ubung 2 bisher noch nicht eingereicht?

string VName, string NName
g g
Jint SID: Student(SID, VName, NName) A
— dint P: Bewertung(SID, 2, P)}

e Hier fordert man die Nicht-Existenz einer Zeile in
der Tabelle Bewertung von der angegebenen Form,
also fur den gleichen Studenten, die Aufgabe 2, und

eine beliebige Punktzahl:

Student Bewertung
SID | Vorname | Nachname SID | ANR | Punkte
SID | VName NName — | SID 2 P
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Anfragen: BK (7)

Ubung:
e \Was halten Sie von folgender Variante der obigen
Anfrage? Waurde sie auch funktionieren?

{string VName, string NName |
Jint SID, int P: Student(SID, VName, NName) A
—Bewertung(SID, 2, P)}

Bemerkung:

e In Prolog kann man nicht benotigte Argumente
eines Pradikates mit “_" fullen.

Dies ist eine Abkurzung fur eine neue Variable, die direkt vor der
atomaren Formel existenz-quantifiziert ist (“anonyme Variable™).
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Anfragen: BK (8)'

Bemerkung:
e Es gibt oder gab eine graphische Anfragesprache
namens QBE (“query by example”), die mit Ta-
bellengerusten wie oben gezeigt arbeitet.

e Variablen sind hier Zeichenketten, die mit einem

Unterstrich “_" beginnen, z.B. _101 (“z.B. 101").
Student Bewertung
SID | Vorname | Nachname SID | ANR | Punkte
_101 | Lisa Weiss _101 | P. P.

e P. ist der Befehl, den Tabelleneintrag an dieser
Stelle zu drucken.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013



3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen

3-117

{tq1,..

riablen Xq,.

Anfragen: Form Bl

e Eine Anfrage (Form B) ist ein Ausdruck der Form
Lt [s1 Xq, ..., 80 Xin] | Y,

wobei F' eine Formel und die t; Terme fur die gege-
bene DB-Signatur > und die Variablendeklaration

e In diesem Fall gibt das DBMS die Werte (Z, A)[t;]

der Terme t; fur jede Belegung A der Ergebnisva-
.., Xp aus, so dass (Z, A)

— I

Diese Form der Anfrage ist vor allem dann praktisch, wenn die Varia-
blen X, von Sorten sind, die sonst nicht ausgegeben werden konnen.

Stefan Brass: Datenbanken I
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Anfragen: ER (1)'

e Sei das Schema im ER-Modell gegeben (— 3-57):
¢ Sorten Student, Aufgabe.

¢ Funktionen Vorname (Student): string, ...

¢ Pradikat: hat_abgegeben(Student, Aufgabe).
Funktion: Punkte(Student, Aufgabe): int

Beispiel:

e \Wer hat mindestens 8 Punkte fur Hausaufgabe 17

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
J Aufgabe A:
A.ANR = 1 A hat_abgegeben(S, A) A
Punkte(S, A) > 8}

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013



3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-119

Anfragen: ER (2)'

Bemerkung:

e Im ER-Modell werden Objekte also typischerweise
uber Relationship-Pradikate verknupft.

Obwohl naturlich auch Wertvergleiche moglich sind.

Ubung:
e KOnnte man die Variable A auch direkt im Kopf der

Anfrage mit deklarieren?
{S.Vorname, S.Nachname [Student S, Aufgabe A] |
A.ANR = 1 A hat_abgegeben(S, A) A
Punkte(S, A) > 8}
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Anfragen: ER (3)'

e \Wer hat Aufgabe 2 noch nicht abgegeben?

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
d Aufgabe A:
A.ANR = 2 A —hat_abgegeben(S, A)}

Beispiel:

Ubung:

e \Was halten Sie von dieser Losung?

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
V Aufgabe A:
A.ANR = 2 — —hat_abgegeben(S, A)}

e \Wie verhalten sich beide Losungen, wenn es keine
Aufgabe 2 in der Datenbank gibt?
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Anfragen: TK (1)'

e Sei nun die Signatur fur die Hausaufgaben-DB im
Relationenmodell/ Tupelkalkil betrachtet (— 3-57):

Beispiel:

o Sorte Student mit Zugriffsfunktionen fur Spalten:
SID(Student): int,
Vorname (Student) : string,
Nachname (Student) : string.

¢ Sorte Bewertung, Funktionen SID, ANR, Punkte.

¢ Sorte Aufgabe, Funktionen ANR, MaxPt.
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3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-122

Anfragen: TK (2)

e \Wer hat mindestens 8 Punkte fur Hausaufgabe 17

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
dBewertung B: B.ANR = 1 A
B.SID = S.SID A B.Punkte > 8}

e Variablen laufen im Tupelkalkul uber Tabellenzeilen.

Eine Variablenbelegung weist jeder Variablen eine bestimmte Zeile zu.
Im Prinzip werden alle moglichen Variablenbelegungen durchprobiert.

e Es werden typischerweise Gleichungen verwendet,
um Tabellenzeilen zu verknupfen.

Wobei meist eindeutige Identifikationen, wie hier die Studentennum-
mer, beteiligt sind.
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Anfragen: TK (3)'

Student Bewertung
SID | Vorname | Nachname SID ANR | Punkte
S:[101 | Lisa Weiss B:|101 1 10
| | ! ! !
drucken drucken =1 > 8

e Die Anfrage betrachtet jeweils zwei Tabellenzeilen
gleichzeitig: S aus Student und B aus Bewertung. Die
Zeile aus Bewertung muss sich auf den/die Studie-
rende S beziehen, also die gleiche SID enthalten.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013



3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-124

Anfragen: TK (4)'

e Man kann sich die Auswertung so vorstellen:
(1) foreach S in Student do

(2) exists := false;
(3) foreach B in Bewertung do
(4) if B.ANR = 1 and B.SID = S.SID
(5) and B.Punkte >= 8 then
(6) exists := true;
(7) fi
(8) od;
(9) If exists then
(10) print S.Vorname, S.Nachname;
(11) fi
(12) od
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Anfragen: TK (5)'

e Man kann auch B im Kopf der Anfrage (zusammen
mit S) deklarieren, die Auswertung entspricht dann:

(1) foreach S in Student do

(2) foreach B in Bewertung do

(3) if B.ANR = 1 and B.SID = S.SID
(4) and B.Punkte >= 8 then
(5) print S.Vorname, S.Nachname;
(6) fi

(7) od

(8) od

e Im Beispiel macht dies keinen Unterschied, allge-
mein kann es Duplikate geben.
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Student

Anfragen: TK (6)'

e In beiden Fallen werden (theoretisch) alle 4x5 = 20
moglichen Variablenbelegungen fur S und B durch-
gegangen.

e Die erste erzeugt die Ausgabe “Lisa Weiss':

SID

Vorname

Nachname

S:| 101
102
103
104

Lisa
Michael
Daniel
Iris

Weiss
Schmidt
Sommer
Meier

10
3

Bewertung
SID |ANR |Punkte
101 1
101 2
102 1
102 2
103 1

o1 © ©

Stefan Brass: Datenbanken I

Universitat Halle, 2013



3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-127

Anfragen: TK (7)'

e Als nachstes wird die folgende Variablenbelegung

betrachtet:
Student Bewertung

SID | Vorname | Nachname SID |ANR |Punkte

S:/ 101 | Lisa Weiss 101 1 10
102 | Michael | Schmidt B:| 101 2 8

103 | Daniel Sommer 102 1 9

104 | Iris Meier 102 2 9

103 1 5

e Sie erfullt aber nicht die Bedingung B.ANR = 1, da-
her gibt es keine Ausgabe.
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Anfragen: TK (8)'

e Bei der nachsten Variablenbelegung ist B.SID=S.SID
verletzt (wieder keine Ausgabe):

Student Bewertung
SID | Vorname | Nachname SID |[ANR |Punkte
S:1 101 | Lisa Weiss 101 1 10
102 | Michael | Schmidt 101 2 8
103 | Daniel | Sommer B:| 102 1 9
104 | Iris Meier 102 2 9
103 1 5

Ein Optimierer kann naturlich einen Auswertungsalgorithmus wahlen,
der solche Variablenbelegungen nicht explizit betrachtet. Um die Se-
mantik der Anfrage zu verstehen, reicht aber dieser naive Algorithmus.
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Anfragen: TK (9)'

e Und so weiter. Die nachste Ausgabe gibt es bei
folgender Variablenbelegung:

Student Bewertung
SID | Vorname | Nachname SID |[ANR |Punkte
101 | Lisa Weiss 101 1 10
S:| 102 | Michael | Schmidt 101 2 8
103 | Daniel | Sommer B:| 102 1 9
104 | Iris Meier 102 2 9
103 1 5

e In diesem Beispiel gibt es dann keine weiteren Aus-
gaben mehr.
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Anfragen: TK (10)

e Man hatte die Anfrage (wer hat mindestens 8 Punk-
te flir Hausaufgabe 1) auch mit einer Variablen fir
die Aufgabe selbst formulieren konnen:

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
J Bewertung B, Aufgabe A:
A.ANR = 1 AB.ANR = A.ANR A
B.SID = S.SID A B.Punkte > 8}

e Dies ist logisch aquivalent (unndtige Verkomplizie-

rung: besser vermeiden).

Die Aquivalenz setzt voraus, daB Aufgabe 1, wenn sie in Bewertung VOr-
kommt, auch in Aufgabe eingetragen sein muB3. Dies ist eine wichtige
Integritatsbedingung, die im Schema formuliert werden sollte.
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Anfragen: TK (11) l

Beispiel II:

e Wer hat Ubung 2 bisher noch nicht eingereicht?
{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
—JBewertung B: B.SID = S.SID A B.ANR = 2}

e Andere mogliche Losung:
{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
V Bewertung B: B.SID = S.SID — B.ANR # 2}

e Noch eine LoOsung:
{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
V Bewertung B: B.ANR = 2 — B.SID #* S.SID}
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Anfragen: TK (12)'
Ubung:

e Formulieren Sie folgende Anfragen im Tupelkalkul:

¢ Geben Sie alle Ergebnisse fur Aufgabe 1 aus
(drucken Sie jeweils Vorname, Name, Punktzahl).

¢ Wer hat 10 Punkte in Aufgabe 1 oder 27

¢ Wer hat sowohl in Aufgabe 1, als auch in Auf-
gabe 2 jeweils 10 Punkte?

e Ist dies eine korrekte LOosung der letzten Aufgabe?

{S.Vorname, S.Nachname [Student S, Bewertung B| |
B.ANR =1 AB.ANR =2 A
S.5ID = B.SID A B.Punkte = 10}
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Anfragen: TK (13)

Bemerkung:

e Im reinen Tupelkalkul sind Variablen nur uber Tu-
peln erlaubt, also uber den Sorten fur die Tabellen
bzw. den Recordtypen.

Man darf keine Variablen Uber den Datentypen (int, string, ...)
einfuhren.

e Oft wird auch ausgeschlossen, dall man die Gleich-
heit auf Tupelebene verwendet.

Bei Gleichheitsbedingungen mul dann links und rechts ein Term einer
Datensorte stehen (int, string, ...). Man kann aber natirlich alle
Attribute/Spalten der Tupel einzeln vergleichen.
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Anfragen: TK (14)'

e Der Tupelkalkul ist sehr ahnlich zur DB-Sprache
SQL. Z.B. wer hat > 8 Punkte fur Hausaufgabe 17

{S.Vorname, S.Nachname [Student S, Bewertung B] |
B.ANR = 1A
B.SID = S.SID A B.Punkte > 8}

e Gleiche Anfrage in SQL:

SELECT S.Vorname, S.Nachname
FROM  Student S, Bewertung B
WHERE B.ANR =1

AND B.SID = S.SID

AND B.Punkte >= 8
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Anfragen: TK (15)'

e Variante mit explizitem EXxistenzquantor:

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |

JBewertung B: B.ANR = 1 A
B.SID = S.SID A B.Punkte > 8}

e Dem entspricht in SQL eine Unteranfrage:

SELECT S.Vorname, S.Nachname

FROM Student S

WHERE EXISTS (SELECT =*
FROM  Bewertung B
WHERE B.ANR =1
AND B.SID = S.SID
AND B.Punkte >= 8)
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Boolsche Anfragen |

e Eine Anfrage (Form C) ist eine geschlossene For-
mel F'.

e Das System gibt “ja"” aus, falls Z = F und “nein”
sonst.

Ubung:
e Angenommen, Form C ist nicht verfugbar. Kann sie
mit Form A oder B simuliert werden?

e Offensichtlich ist Form A Spezialfall von Form B:
{X1,..., Xn[s1X1,...,sn Xpn] | F'}. Ist es umgekehrt
auch moglich, Form B auf Form A zuruckzufuhren?
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Bereichsunabhangigkeit (1)'

e Man kann nicht beliebige Formeln als Anfragen ver-
wenden. Einige Formeln wurden unendliche Ant-
worten generieren:

{int SID | —=Student(SID, ’Lisa’, ’Weiss’)}

e Andere Formeln verlangen, dall man unendlich viele
Werte fur quantifizierte Variablen testet:
—dint X, int Y, int Z, int n:
B4+ YE=Z An>2 AXZ0AY#XOAZ#O
e In Datenbanken sollen nur Formeln zugelassen wer-
den, bei denen es ausreicht, endlich viele Werte fur
jede Variable einzusetzen.
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Bereichsunabhangigkeit (2)'

e Flir einen DB-Zustand (Interpretation) Z und eine

Formel I sei der "aktive Bereich” Dz p[s] C Z[s]
(der Sorte s) die Menge der Werte aus Z[s], die

¢ in DB-Relationen in Z,
¢ als Wert einer DB-Sorte oder DB-Funktion,

o oder als variablenfreier Term (Konstante) in F
auftreten.

e Der aktive Bereich ist endlich, enthalt aber fur be-
reichsunabhangige Formeln alle relevanten Werte.
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Bereichsunabhangigkeit (3)

e Eine Formel F' ist bereichsunabhangig gdw. es fur
alle moglichen Datenbankzustande 7 gilt: Man be-
kommt die gleiche Antwort wenn man fur die Va-
riablen

o beliebige Werte aus Z[s] einsetzt, oder

o nur Werte aus dem aktiven Bereich Dz p[s].

Genauer: (1) F muB falsch sein, wenn ein Wert auBerhalb des aktiven
Bereichs flir eine freie Variable eingesetzt wird. (2) Flr jede Teilformel
4X:G mulB G falsch sein, wenn X einen Wert auBerhalb des aktiven
Bereichs annimmt. (3) Fir jede Teilformel VX:G muBB G wahr sein,
wenn X einen Wert aulBerhalb des aktiven Bereichs annimmt.
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Bereichsunabhangigkeit(4)

e Da der aktive Bereich (im Zustand abgespeicher-
te Werte) endlich ist, kbnnen bereichsunabhangige
Anfragen in endlicher Zeit ausgewertet werden.

o /Z.B. ist folgende Formel nicht bereichsunabhangig:
dint X: X #1

Der Wahrheitswert ist abhangig von anderen gan-

zen Zahlen (int-Werten) als 1, aber z.B. im leeren
DB-Zustand gibt es solche nicht.

Die exakte Menge moglicher Werte (Bereich) ist manchmal unbe-
kannt. Es treten nur die Werte auf, die in der DB bekannt sind. Dann
ist es gunstig, wenn der Wahrheitswert nicht vom Bereich abhangt.
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Bereichsunabhangigkeit (5)

e ""Bereichsbeschrankung” ist eine syntaktische Be-
dingung, die Bereichsunabhangigkeit impliziert.

e Man definiert zunachst, welche Variablen in einer
Formel in positivem bzw. negiertem Kontext an ei-
ne Teilmenge des aktiven Bereichs gebunden sind.

Z.B. wenn F' eine atomare Formel p(t¢1,...,t,) mit der DB-Relation p
ist, dann ist posres(F') := {X € VARS | t; ist die Variable X} und
negres(F) := (). Fiir andere atomare Formeln, sind beide Mengen leer,
auBer wenn F die Form X =t hat, wobei ¢t variablenfrei ist oder eine
DB-Funktion als duBerste Funktion hat. Dann gilt posres(F) := {X}.
Ist F' gleich =G, dann posres(F') := negres(G), negres(F') := posres(G).
Hat F' die Form G1 A G2, dann posres(F') := posres(G1) U posres(G2)
und negres(F') := negres(G1) Nnegres(Gz). Etc.
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Bereichsunabhangigkeit (6)

e Eine Formel F' ist bereichsbeschrankt gdw.

¢ fur alle freien Variablen X von F', die nicht uber
endlichen DB-Sorten laufen, X € posres(F') gilt,

Werte von endlichen DB-Sorten gehoren zum aktiven Bereich.
Daher braucht man fur solche Variablen keine Einschrankungen.

Die Menge posres(F') ist so definiert, daB F' garantiert falsch ist,
wenn fiir ein X € posres(F') ein Wert auBerhalb des aktiven Berei-
ches eingesetzt wird.

o fur jede Teilformel Vs X: G, wobei s keine endliche
DB-Sorte ist, X € negres(G) gilt, und

o fur jede Teilformel 35X : G qgilt, daB X € posres(G)
oder s eine endliche DB-Sorte ist.
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Bereichsunabhangigkeit (7)

e Ist eine Formel bereichsbeschrankt, so ist sie auch
bereichsunabhangig. Das Umgekehrte gilt nicht.

Bereichsbeschrankung stellt sicher, dalB jede Variable auf einfache
Weise an eine endliche Menge von Werten gebunden ist.

e Bereichsunabhangigkeit ist im allgemeinen unent-
scheidbar (nicht algorithmisch zu testen). Bereichs-

beschrankung ist entscheidbar.

Z.B. dX: X # 1A F ware bereichsunabhangig, wenn F' stets falsch ist.
Die Konsistenz dieser Formel (auch bereichsbeschrankter Formeln)
ist unentscheidbar.

Trotzdem ist die Bereichsbeschrankung ausreichend allgemein:
Z.B. kOnnen alle Anfragen der relationalen Algebra in bereichsbe-
schrankte Formeln uUbersetzt werden.
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Inhawl

1. Einfuhrung, Motivation, Geschichte

2. Signhaturen, Interpretationen
3. Formeln, Modelle

4. Formeln in Datenbanken

[5. Implikationen, Aquivalenzen ]

6. Partielle Funktionen, Dreiwertige Logik
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Implikation

Definition:
e Eine Formel oder Menge von Formeln ® impliziert
(logisch) eine Formel oder Menge von Formeln G,

gdw. jedes Modell (Z, A) von & auch ein Modell
von G ist. In diesem Fall schreibt man & F G.

In der Behandlung von freien Variablen unterscheiden sich die Defini-
tionen verschiedener Autoren. Z.B. wiurde X =Y AY =7+ X =7
nach obiger Definition gelten. Betrachtet man freie Variablen aber als
implizit allquantifiziert, so gilt das nicht.

Man beachte auch, daB viele Autoren ® = G schreiben. Der Un-
terschied ist wichtig, wenn man uber Axiome und Deduktionsregeln
spricht. Dann steht & + G fiur syntaktische Deduktion, & = G fur
durch Modelle definierte Implikation. Ein Deduktionssystem ist kor-
rekt und vollstandig, wenn beide Relationen ubereinstimmen.
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Aquivalenz (1)

Definition:

e Zwei (X,v)-Formeln oder Mengen solcher Formeln
F7 und F» heiBen (logisch) aquivalent gdw. sie die
gleichen Modelle haben, d.h. wenn flur jede 2 -Inter-
pretation Z und jede (Z, v)-Variablenbelegung A gilt:

(Z,A) = F1 <— (I, A) = F>.
Man schreibt dann: F; = Fb.

Wie schon beim Modellbegriff und der logischen Implikation behan-
deln manche Autoren freie Variablen als implizit allquantifiziert.

Bei Datenbanken wird bezieht sich “Aquivalenz’ haufig auf eine ge-
gebene Menge von Integritatsbedingungen: Dann werden nicht be-
liebige > -Interpretationen 7 betrachtet, sondern nur solche, die die
Integritatsbedingungen erfullen.
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Aquivalenz (2)

Lemma:
e 7 und F5 sind aquivalent gdw. F7 = F> und F5 = Fy.

e “Aquivalenz’ von Formeln ist eine Aquivalenzrela-

tion, d.h. sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Reflexiv: F = F.
Symmetrisch: Wenn F = G, dann G = F..
Transitiv: Wenn Fy = F> und F> = F3, dann Fy = F3.
e Entstent ;1 aus Go durch Ersetzen der Teilfor-
mel F7 durch F5, und qilt F;7 = F5, so gilt auch

GlEGQ.
e Wenn FF+HG, dann FAG = F.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Einige Aquivalenzen (1)'

e Kommutativitat (fir und, oder, gdw):
o FANG = GAF
o FVG = GV F
o F+ G =G+ F

e Assoziativitat (fur und, oder, gdw):
o Fy N(FoNF3) = (F1 NF>) A F3
o FyVv(FrVIFEF3) = (FyV Fy)V I3
o F1 < (Fr < F3) = (I < F») < F3

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Einige Aquivalenzen (2) I

e Distributivgesetz:
o FA(GLVGo) (FANGq)V (FAGo)
o FV(G{ANGy) = (FVG) AN(FVGo)

e Doppelte Negation:
o —(=F) = F

e De Morgan’sche Regeln:
o —(FAG) (=F)V (-Q).
o —(FVGQG) (=F) N (—G).
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3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-150

Einige Aquivalenzen (3) I

e Ersetzung des Implikationsoperators:
o F+G=F-—->0)NF+G)
o F+ G G — F
o F—G = -FVG
o F+— G = FV-G
o Zusammen mit den De Morgan’'schen Regeln be-
deutet dies, daB z.B. {—,V} ausreichend sind, weil

die anderen logischen Junktoren {A, +,—, +} durch
diese ausgedruckt werden konnen.

Wir werden sehen, dass auch nur einer der Quantoren bendtigt wird.
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Einige Aquivalenzen (4)

e Entfernung der Negation:
o —(t1 <tz) = t1 >t
(1 <tp) = t1 >t
—(ty =tp) = t1 #F o
(1 Ft2) = t1 =15
—(t1 > t2) = t1 <to
—(t1 >t2) = t1 <to

Zusammen mit dem De'Morganschen Gesetz kann man die Negation
bis zu den atomaren Formeln herunterschieben, und dann durch Um-
drehen der Vergleichsoperatoren eliminieren.

Das geht auch mit Quantoren, aber man braucht dann 3 und V. Da
es in SQL nur 4 gibt, kann man dort — vor 39 nicht entfernen.

R SR O &

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Einige Aquivalenzen (5) I

e Prinzip des ausgeschlossenen Dritten:
o Fv—-F = T (immer wahr)
o FA-F = 1 (immer falsch)

e Vereinfachung von Formeln mit den logischen Kon-
stanten T (wahr) und L (falsch):

o FANT = F FAL = L
o FFvIi =T Fvl.l =F
o — ] = L -1 = T
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Einige Aquivalenzen (6) I

e Ersetzung von Quantoren:
o Vs X: F = —(3dsX: (—~F))
o dsX: F = —(Vs X: (—~F))
e Logische Junktoren uber Quantoren bewegen:
o (Vs X: F) = dsX: (=F)
o =(dsX: F) Vs X: (—F)
o Vs X: (FANG) = (Vs X: F)A(VsX: G)
o dsX: (FVG) = (3sX: F)v(dsX: G)
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Einige Aquivalenzen (7) I

e Quantoren bewegen: Sei X ¢ free(F):
o Vs X: (FVG) = FV(VsX: G)
o dsX: (FANG) = FA(dsX: G)
Falls zusatzlich Z[s] nicht leer sein kann:
o Vs X: (FANG) = FA(VsX: G)
o dsX: (FVG) = FVv(@sX: G)

e Eliminierung uberfllissiger Quantoren:
Ist X € free(F') und kann Z[s] nicht leer sein:

o Vs X: F = F
o dsX: F = F

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Einige Aquivalenzen (8) I

e Vertauschung von Quantoren: Ist X # Y
o Vs1 X: (\V’SQYZ F) = VsoY: (\V’SlXZ F)
& dsqp X (HSQY: F) dso Y (HleZ F)

Beachte, dass Quantoren verschiedenen Typs (V und 3) nicht ver-
tauscht werden konnen.

e Umbenennung gebundener Variablen:
Ist Y € free(F) und F’ entsteht aus F durch Erset-
zen jedes freien Vorkommens von X in F durch Y:

o Vs X: F =VsY: F'
o dsX: F = 3dsY: F’
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Einige Aquivalenzen (9) I

e Gleichheit ist Aquivalenzrelation:
o t=t = T (Reflexivitat)
o t1 =to = to = t1 (Symmetrie)

S 11 mlo Nty =tz = t1 = o Nl =tz N1 = t3
(Transitivitat)
e Vertraglichkeit mit Funktions-/Pradikatsymbolen:
o f(t1,...,tn) =tAt; =1t =
f(tla'°°7ti—17t;7ti—|—17”'7tn) :t/\tzzt;
O p(tl,...,tn)/\ti:t,’i =
p(tlv IR 7ti—17t27ti—|—17 JE 7tn> Nty = t;,
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Normalformen (1)'

Definition:
e Eine Formel F' ist in Pranex-Normalform gdw. sie
geschlossen ist und die folgende Form hat:

©151 X7 ... Opnsn Xn: G,
wobei ©1,...,0, € {V,3} und G quantor-frei sind.

e Eine Formel F' ist in disjunktiver Normalform gdw.
sie in Pranex-Normalform ist, und G die Form hat

(G1a A AGrg) V-V (Gpa A ANGpg,),
wobei jedes G; ; eine atomare Formel oder eine ne-
gierte atomare Formel ist.
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Normalformen (2) l

Bemerkung:

o Konjunktive Normalform entspricht disjunktiver NF,
aber G hat die folgende Form:

(G1aV - VGrg) NN (G Ve VGyp,).

T heorem:

e Kann man nichtleere Bereiche Z[s] voraussetzen, so
kann jede Formel aquivalent in Pranex-Normalform,
disjunktive Normalform, und konjunktive Normal-
form transformiert werden.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Bedeutung fiur DBen (1)

e Fur die Korrektheit einer Anfrage ist nicht wichtig,
welche von mehreren aquivalenten Formulierungen
man wahlt: Die Antwort ist immer gleich.

e Die Anfragen unterscheiden sich aber eventuell in
der Lesbarkeit: Naturlich sollte man eine moglichst
einfache Formulierung wahlen.

Es konnen in der Klausur Punkte fur unnotige Verkomplizierungen
abgezogen werden, obwohl die Anfrage das richtige Ergebnis liefert.

e Unnotige Verkomplizierungen konnen auch zu einer
weniger effizienten Auswertung fuhren.
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Bedeutung fiur DBen (2)

e Uber die Auswahl zwischen gleich komplizierten Be-
dingungen wie z.B. FF A G und G A F' braucht man
sich aber keine Gedanken mehr zu machen: Die An-
fragen sollten gleich schnell ausgewertet werden.

Optimierer in heutigen DBMS kennen solche einfachen Aquivalenzen.

e Dagegen werden kompliziertere Aquivalenzen, wie
etwa, dal3 AUFGNR - 2 = 0 das gleiche wie AUFGNR = 2
bedeutet, vom Optimierer nicht unbedingt erkannt.

Wahrend der Optimierer bei AUFGNR = 2 eventuell einen Index benutzt,
um schnell auf die passenden Tabellenzeilen zuzugreifen, wird er bei
AUFGNR - 2 = 0 vermutlich die Tabelle komplett lesen.
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Bedeutung fiir DBen (3)

e In der Sprache SQL gibt es nur A, VvV, = und 4.

e Durch Anwendung der obigen Aquivalenzen kann
man ggf. andere Junktoren (<, —, <) sowie den
Allguantor V aus der Anfrage-Bedingung entfernen.

Diese erweiterten logischen Operatoren sind aber nutzlich, weil sie
sich manchmal direkt aus der naturlichsprachlichen Formulierung der
Anfrage ergeben. Auch bei Integritatsbedingungen sind “wenn-dann”
Regeln F' — G nicht selten: Man muB die Aquivalenz zu -FVG kennen,
um sie systematisch nach SQL ubersetzen zu kdnnen.
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Bedeutung fur DBen (4)'

Ubung:

e \Was bedeutet die folgende Anfrage?

{S.Vorname, S.Nachname [Student S, Bewertung B] |
S.SID =B.SIDAB.ANR=1A
V Bewertung X: X.ANR =1 —
X.Punkte < B.Punkte}

e Eliminieren Sie V und — durch Anwendung der obi-
gen Aquivalenzen.
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Bedeutung flr DBen (5)'

Ubung:
e Sind die beiden folgenden Anfragen aquivalent?

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
dBewertung Bl, Bewertung B2:
B1.SID = S.5ID AB2.5ID = S.SID A
B1.ANR =1 AB2.ANR =2 A
B1.Punkte < B2.Punkte}

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
JBewertung X:X.ANR = 1 A X.SID = S.SIDA
J4 Bewertung Y:Y.ANR = 2 AY.SID = X.SID A
—(X.Punkte > Y.Punkte)}
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Bedeutung fir DBen (6)'

e Es ist uberflissig (und schlecht) Integritatsbedin-
gungen zu fordern, die von anderen Integritatsbe-
dingungen logisch impliziert werden.

e Beispiel:
¢ V Student S: S.SID > 100
¢ V Bewertung B: d Student S:S.SID = B.SID
¢ V Bewertung B: B.SID > 100

Die dritte Bedingung folgt aus den ersten beiden.
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Bedeutung fur DBen (7)

e Bei Datenbank-Anfragen beziehen sich die Begrif-
fe “aquivalent” und “konsistent” nicht auf belie-
bige Interpretationen, sondern nur auf Datenbank-
Zustande, d.h. Interpretationen, die

¢ die gegebene Interpretation Zp der Datentypen

beinhalten, und

Nur deshalb ist z.B. AUFGNR - 2 0 aquivalent zu AUFGNR = 2. Bei
der reinen logischen Aquivalenz wird keine bestimmte Bedeutung
des Symbols “-"” vorausgesetzt. Entsprechend ware 1 = 0 rein lo-
gisch nicht inkonsistent: Man mufB erst wissen, dal3 1 und 0 wirklich
fur verschiedene Werte stehen.

¢ die Integritatsbedingungen erfullen.
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Bedeutung flir DBen (8)'

e Man kann es auch so definieren:

o Zwei Anfragen heiBen aquivalent, wenn sie fur je-
den Datenbank-Zustand jewelils die gleiche Ant-
wort liefern.

¢ Eine Anfrage heil3t konsistent, wenn sie in minde-

stens einem Datenbank-Zustand eine nichtleere
Antwortmenge hat.

e \Wenn die Anfrage-Bedingungen logisch aquivalent
sind, sind die Anfragen naturlich aquivalent.
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Inhawl

1. Einfuhrung, Motivation, Geschichte

2. Signhaturen, Interpretationen
3. Formeln, Modelle
4. Formeln in Datenbanken

5. Implikationen, Aquivalenzen

[6. Partielle Funktionen, Dreiwertige Logik ]
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Motivation I

e Funktionen sind nicht immer definiert, z.B.
¢ Division durch O,

¢ Wurzel einer negativen Zahl,
o arithmetischer Uberlauf.

e Auch Tabellenspalten bzw. Attribute von Objekten
haben Ofters keinen Wert: Z.B.
¢ hat nicht jeder Kunde ein Fax,

¢ und nicht jeder verrat sein Geburtsdatum.

e Daher sind partielle Funktionen praktisch relevant.
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Interpretation '

e Formal wird ein Funktionssymbol f(s1,...,sn):s
nun interpretiert als Funktion

Z[f]: Z[s1] x -+ x Z[sn] — Z[s] U{null},
wobei null ein neuer Wert ist (verschieden von allen
Elementen von Z[s]).

e Der Null-Wert wird bei der Termauswertung ein-
fach “hochgereicht”: Hat eine Funktion “null’ als
Eingabe, liefert sie automatisch “null” als Ausgabe.

Z.B. ist 1 4+ null = null. Es ist allerdings auch O x null = null, obwohl
man daruber diskutieren konnte, ob hier O herauskommen sollte.
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Beispiel (1) l

e Angenommen, es wird auch das Semester der Stu-
denten erfasst, aber nicht alle haben es angegeben:

Student
SID | Vorname | Nachname | Semester
101 | Lisa Weiss 3
102 | Michael | Schmidt 5
103 | Daniel | Sommer
104 | Iris Meier 3

e Es sei nun folgende Anfrage betrachtet:

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
S.semester < 3}

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Beispiel (2)

e Zumindest nach der SQL Semantik kommt Daniel
Sommer dieser Anfrage nicht heraus.

Eigentlich ware es richtiger, neben den normalen, sicheren Antwor-
ten noch mogliche Antworten auszugeben. In Wirklichkeit gibt es ja
ein Semester, in dem Daniel Sommer ist, wir wissen es nur nicht
(Existenzaussage). Es ist ein wichtiges Problem von Nullwerten in
SQL, daB der gleiche Nullwert in verschiedenen Bedeutungen verwen-
det wird. Wenn es z.B. eine Spalte fur die Mobilfunknummer ware,
konnte es sein, daB Daniel Sommer kein Handy hat. Dann wiurde
die Existenzaussage nicht mehr gelten. Die Intuition in SQL ist, dal3
Tabellenzeilen mit fehlenden Eintragen in abgefragten Spalten das
Anfrageergebnis nicht beeinflussen sollten. Man kann sich den Zu-
agriff so eine Spalte wie einen Fehler vorstellen. Allerdings liefert SQL
bei richtigen Fehlern (z.B. Division durch 0) eine Fehlermeldung, und
nicht den Nullwert (Problem fir Deklarativitat/Optimierung).
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3. Mathematische Logik mit Datenbank-Anwendungen 3-172

Beispiel (3) l

e Daniel Sommer kommt auch nicht heraus, wenn

nach Studenten in hoheren Semestern gefragt wird:

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
S.semester > 3}

e Diese Anfrage ist (auch in SQL) aquivalent zu fol-

gender Anfrage:

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
—(S.semester < 3)}
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Beispiel (4) l

e Daniel Sommer wiurde sogar hier nicht ausgedruckt:

{S.Vorname, S.Nachname [Student S] |
S.semester < 3 V —(S.semester < 3)}

e Damit ist das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten

verletzt.

e Eine zweiwertige Logik, nur mit den Werten “wahr’
und “falsch’” kann das nicht mehr leisten.

e Man braucht einen dritten Wahrheitswert “undefi-
niert” (oder “null").
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Wahrheit einer Formel (1)'

e Ist F' eine atomare Formel p(t1,...,tn) oder t1 = to,
und wird einer der Argumentterme t¢; zu null aus-
gewertet, so liefert die Formel den dritten Wahr-
heitswert u.

e Hat F' die Form —G, so ergibt sich der Wahrheits-
wert von F' aus dem von G nach folgender Tabelle:

G | G
f w
u u
w f
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Wahrheit einer Formel (2)'

e Die zweistelligen logischen Verknupfungen arbeiten
nach folgender Tabelle:

SSsccc a0
Scawscwsc
S C =S C =h=h =h = >
S22 cczc <
gggccgwcg|l
Sc=wgccssse |l
Sccccc s\l
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Wahrheit einer Formel (3)'

e Man braucht die obige Tabelle nicht auswendig zu
lernen: Das Prinzip ist einfach, dalB der Wahrheits-
wert u weitergegeben wird, sofern der Wert der
Formel nicht schon durch durch den andern Ein-
gabewert festliegt.

o /.B.ist unf =T, weil es keine Rolle spielt, ob der
linke Eingabewert vielleicht w oder f ist.

e Mit anderen Worten: Eine Teilbedingung, die zu u
ausgewertet wird, sollte den Gesamt-Wahrheitswert
moglichst nicht beeinflussen.
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Wahrheit einer Formel (4)

e Eine Existenzaussage ds X:G ist in (Z, A) wahr,
wenn es einen Wert d € Z[s] gibt, so daB

(T, A(X/d))[G] = w.

e Ansonsten ist sie nach der SQL-Semantik falsch.

D.h. sie ist niemals undefiniert, auch dann nicht, wenn die quantifi-
zierte Formel fur alle getesteten Variablenbelegungen undefiniert ist.
Ein EXxistenzquantor entspricht damit nicht mehr einer groBen Dis-
junktion. Eine Disjunktion von lauter undefinierten Teilbedingungen
ware ja selbst undefiniert.

Allerdings gibt es in SQL auch ein Konstrukt = ANY etc., bei dem die
Disjunktionssemantik verwendet wird (etwas verwirrend).

e Der Nullwert wird fur X nicht eingesetzt: null &€ Z[s].
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Wahrheit einer Formel (5)'

e Entsprechend ist eine Allaussage Vs X:G in (Z,A)
wahr gdw. fur alle d € Z[s]:
o (Z,A(X/d))|G] = w oder
o (Z, A(X/d))[G] = u.

e Sie ist nur dann falsch, wenn es eine Variablenbe-
legung A’ gibt, die sich nur im Wert fir X von A
unterscheidet, fur die (Z, A)[G] = f ist.

e Somit gilt wieder: Vs X:G = —-ds X —G.
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Aquivalenzen

e Man beachte, dal3 einige aus der zweiwertigen Logik
bekannte Sachverhalte hier nicht mehr gelten:

¢ t =t ist keine Tautologie: Falls t den Nullwert lie-
fert, ist der Wert der Gleichung undefiniert (u).

o F'V —=F (Prinzip des ausgeschlossenen Dritten).
o Alle Aquivalenzen mit Quantoren, die vorausset-

zen, dalB Z[s] nicht leer ist.

Z.B.ist Vs X: G, wobei X in G nicht vorkommt, und Z[s] nicht leer
ist, nicht unbedingt aquivalent zu G: Falls G den Wahrheitswert u
liefert, ist die Allaussage wahr (w).
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Test auf NuIII

e Man braucht nun eine weitere Form von atomarer

Formel, um testen zu konnen, ob ein Term den
Nullwert liefert.

e ¢t is null ist wahr (w) in (Z, A) gdw. (Z, A)[t] = null,
und falsch (f) sonst.

Diese atomare Formel liefert niemals den Wert u.

e Um die Lesbarkeit zu erhohen, erlaubt man
t is not null als alternative Syntax fur —(¢ is null).
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Konstante mit Wert NuIII

e Man kann auch eine neue Art von Term einfuhren:
“null” wird immer zu null ausgewertet.

Der SQL Standard hat keinen solchen Term, aber Oracle schon. An
manchen Stellen braucht man die Moglichkeit, einen Nullwert explizit
anzugeben. Diese mulBB der SQL Standard dann gesondert behandeln.

Ein Term, der beliebigen Typ haben kann, fuhrt zusammen mit uber-
ladenen Operatoren zu Mehrdeutigkeiten. Korrekter ware es also, den
Typ immer explizit anzugeben, z.B. in der Syntax “(s) null”.

e Man beachte, daB ‘¢t = null” immer den Wahr-
heitswert u liefert, als Test auf den Nullwert also
nicht geeignet ist.

Dies ist ein haufiger Fehler in Oracle. Die Regel ist, dalB jeder VVergleich
u liefert, wenn einer oder beide Operanden ein Nullwert sind.
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Totale Funktionen'

e Da nun alle Funktionen grundsatzlich partiell sind,
mulBB man explizit mit einer Integritatsbedingung
fordern, daB bestimmte Funktionen fur alle Einga-
bewerte definiert sind.

e /.B. soll der Nachname aller Studierenden bekannt
sein:
Y Student S: S.Nachname is not null.

e Weil diese Art von Integritatsbedingungen so haufig
ist, wird man eine Abkuzung dafur einfuhren.

In SQL fugt man der Deklaration der Tabellenspalte “NOT NULL” hinzu.
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Relationship-Attribute'

e Mit partiellen Funktionen kann man im ER-Modell
die Relationship-Attribute besser behandeln.

Im Beispiel sei das Attribut Punkte des Relationships hat_abgegeben
zwischen den Entity-Typen Student und Aufgabe betrachtet.

e Die Funktion, die so einem Attribut entspricht, ist

genau dann definiert, wenn die Beziehung besteht:

V Student S, Aufgabe A
hat_abgegeben(S,A) <> Punkte(S,A) is not null.

e Falls das Attribut Nullwerte erlauben soll:

V Student S, Aufgabe A:
—hat_abgegeben(S,A) — Punkte(S,A) is null.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013
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Anmerkung: Bereichskalkijll

e Die so definierte Logik erlaubt es, Nullwerte im Tu-
pelkalkil (und im ER-Modell) zu behandeln, mit
einer Semantik, die SQL entspricht.

e Man kann die Logik auch so definieren, dal3 auch
ein Bereichskalkul mit Nullwerten unterstutzt wird.

Pradikate mussten dann auf den Nullwert als Eingabe auch explizit
mit wahr (w) oder falsch (f) reagieren kdnnen. Im Moment liefern sie
automatisch “undefiniert” (u). AuBerdem miissen quantifizierte Varia-
blen auch den Nullwert annehmen. Das will man zwar eigentlich nicht
immer, aber da ein Nullwert meistens nicht schadet (normalerweise
wird der Wahrheitswert des Quantors nicht beeinflusst), ist es wohl
das kleinere Ubel im Vergleich zur Alternative, bei jedem Quantor eine
explizite Festlegung treffen zu mussen.

Stefan Brass: Datenbanken I Universitat Halle, 2013



