Codierung

Auszug aus dem Skript von Maciej Liskiewicz und Henning Fernau

1 Ein bisschen Informationstheorie

Betrachten wir das folgende Problem: Wie lautet eine sinnvolle Definition
fiir das quantitative Maf3 der Information?
i
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Abbildung 1: Die Selbstinformation in Abh#ngigkeit von P(A)

Elwood Shannon hat dieses Mafl wie folgt definiert: Sei A ein Ereignis und
P(A) die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt; definiere dann

(A) = logy —

1 = 10g9 (A)
Shannon hat i(A) Selbstinformation (engl.: self-information) genannt. Wir
wollen i(A) auch als Informationsgehalt ansprechen. Das Verhalten der Selbst-
information in Abhéngigkeit von der Wahrscheinlichkeit P des Ereignisses
A ist in Bild 1 grafisch dargestellt.

Intuitiv ist der Begriff klar: Seien A und B zwei Ereignisse (z. B. A = , Der
Verbrecher ist kleiner als 2m.“ und B = ,,Der Verbrecher ist grofier als 2m.«)
mit den Wahrscheinlichkeiten

P(A)=0,999 und P(B)=0,001.
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Eine Zeugenaussage, A treffe zu, ist keine groBe Uberraschung, und deshalb
enthélt sie nicht viel Information (i(A) ist sehr klein). Eine Nachricht, dafl
B wabhr ist, hat dagegen einen groflen Informationsgehalt.

Sei S eine bestimmte Informationsquelle. Die Entropie ist der ,mittlere In-
formationsgehalt pro Nachricht aus S”:

H(S) = 3 P(A) - i(A),
AeS

wobei wir fiir P(A) = 0 das Produkt P(A) - i(A) als 0 betrachten (dies ist
sinnvoll, weil lim,_,¢ 2-log % = 0). Wir werden meistens S als endliches Quel-
lenalphabet ¥ = {ay,...,a,} betrachten. Dann ist P(a;) die Wahrschein-
lichkeit, da a; eintritt und der Informationsgehalt i(a;) = logy 1/P(a;) be-
schreibt die Anzahl von Bits (deshalb Basis 2 fiir den Logarithmus), die fiir
die Kodierung des Zeichens a; notig ist (wobei theoretisch Bruchteile von
Bits zugelassen werden). Der Einfachheit halber lassen wir im Folgenden die
Basisangabe bei Logarithmen weg und treffen die Ubereinkunft, 2 sei unsere
Standardbasis. Die Entropie

1
P(a;)

H(S) =) Pla;)-log
=1

ist die mittlere Anzahl von Bits um eine Nachricht aus X zu codieren.

| [Pl ]|P®b) [Pl [P [Pl |H |
0,2 [0,2 0,2 0,2 0,2 2,322
0,5 [0,25 [0,125 [0,0625 |0,0625 | 1,875
0,75 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 1,3
0,94 [0,01 [0,01 [0,01 [0,01 0,322
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Tabelle 1: Beispiele fiir Entropien

Beispiele zur Entropie: Sei ¥ = {a,b,¢,d,e} mit P(a) = P(b) = P(c) =
0,25 und P(d) = P(e) = 0,125. Dann ist

H=3-0,25-logd+2-0,125-log8 = 1,5+ 0,75 = 2,25.
Weitere Beispiele enthélt Tabelle 1.

Eine interessante Eigenschaft ist, dafl die Entropie fiir ungleichméfligere Ver-
teilungen kleiner wird. Als weiteres Beispiel, das diese Eigenschaft illustriert,
betrachten wir die bindre Entropie- Funktion:

1 1
Hy(p) =plog—+ (1 —p)lo ;
b(P) gp ( ) gl—p
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Hy(p)

T ‘ T T ‘
0 0.5 1 p

Abbildung 2: Die binére Entropie-Funktion Hj

das heifit, die Entropie-Funktion fiir zwei Quellensymbole mit Wahrschein-
lichkeiten p und 1—p. Die Werte fiir Hy(p), wobei p zwischen 0 und 1 variiert,
zeigt das Diagramm 2.

2 Grundlegende Codes

2.1 Préifixcodes

Betrachten wir ein Codierungverfahren, das jedem Symbol aus dem Quel-
lenalphabet genau ein binéres Codewort zuordnet. Die Codierung hat zusétz-
lich folgende Eigenschaft: Kein Codewort ist ein Priifix des anderen Co-
deworts. Die Codes, die diese Eigenschaft haben, nennen wir Prdfizcodes.
Mit Hilfe von Prifixcodes kénnen wir eine Folge von Symbolen so codie-
ren, dass wir einfach die Codeworter hintereinander schreiben, ohne zusétz-
liche Trennsymbole zu benutzen. Wie man sich leicht iiberlegt, fiihrt die
FEinfithrung von Trennsymbolen nach Codewdrtern dazu, einen Préifixcode
Zu erzeugen.

In diesem Kapitel zeigen wir den Satz von Kraft und beschreiben dann die
grundlegenden Préfixcodes.

Abbildung 3: Der Baum eines Préfixcodes
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Fine einfache Kennzeichnung von Préfixcodes ist die folgende: Im Préfixcode
ist jedes Symbol durch ein Blatt in einem Bin&rbaum repréisentiert, und das
Symbol wird durch den Weg von der Wurzel bis zum Blatt bin&rcodiert
(links = 0, rechts = 1). Als Beispiel betrachte man Bild 3.

Satz 2.1 (Kraft 1949): Es existiert ein Prifixzcode K : {a1,...,a,} —
{0,1}" mit |K(a1)| = 1,...,|K(an)| = £, genau dann wenn

zn: 27h < 1. (1)
i=1

Die Relation (1) heiit auch Kraftsche Ungleichung.

Beweis: Nehmen wir an, es gibt einen Priifixcode K : ¥ — {0,1}", wobei
Y = {a1,...,a,} ein Quellenalphabet ist. Dann sei ¢; = |K(a;)| fiir i =
1,...,n und es sei

m = max{l1,...,0n}.

Betrachten wir jetzt den Bindrbaum 7T fiir K, das heifit 7' hat n Blatter
und jedes Blatt représentiert ein Codewort. Jetzt verlangern wir 7" zu einem

vollstindigen Bindrbaum 7" der Hohe m. Ein Beispiel fiir n = 6, m = 4 und
einen Code K (a;) = ¢; findet sich in Bild 4.

Abbildung 4: Ein (vervollstéindigter) Bindrbaum 7"

Jetzt betrachten wir die Teilbdume mit Wurzeln cq,co,...,c, und stellen
fest dafl die Teilbdume disjunkt sind. Es ist einfach zu sehen, dafl ein Baum
mit Wurzel ¢; 2™ % Blitter hat. Weil alle Teilbdume disjunkt sind und 7"
insgesamt 2™ Blitter hat, ergibt sich Y7, 2m~% < 2™, Das impliziert die
Kraftsche Ungleichung.

Jetzt nehmen wir an, dass die Kraftsche Ungleichung Y 7", 2l < 1 gilt.
Wir wollen einen Code K konstruieren mit |K(a;)| = ¢; firi = 1,...,n.
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Es sei /1 < ¢y < ... < {, = m. Betrachten wir nun einen vollstindigen
Bindrbaum T der Hohe m, wie beispielweise in Bild 5. Um den Code K zu

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ebene 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ebene 2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ebene 3

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _Ebene 4

_&bene 5

Abbildung 5: Ein Bindrbaum zur Hlustration

erzeugen, benutzen wir folgenden Algorithmus:

for k:=1 to n do
1. in Ebene /; + 1 nimm Knoten
v als ¢ mit v # ¢
fiir alle ¢+ < k mit ¢; = ¢
2. entferne alle Nachfolger von v in T'.

Da (wegen Punkt 2. des Schleifenrumpfes) stets nur Blétter in dem gleich-
zeitig konstruierten Baum 7' gewéhlt werden, erzeugt der Algorithmus einen
Préfixcode. Die Frage ist nun, ob er fiir jedes k = 1,...,n in Punkt 1. des
Schleifenrumpfes immer einen Knoten v in Ebene ¢, + 1 findet. Um dies zu
zeigen, betrachten wir die folgenden Ungleichungen:

n k—1 k—1
om > gm . 22—& = 9om . ZQ—& _ ZQm_gi
i=1 i=1 i=1

Die rechte Grofie beschreibt die Anzahl der Blédtter des vollstéindigen Binér-
baumes, die wir in den Schleifendurchldufen 1,2,...,%k — 1 entfernt haben.
Weil am Anfang T 2™ Blétter hat und weil ¢; < ¢ < ... < £, gilt, folgt
aus den obigen Ungleichungen, dass wir in Schritt £ mindesten ein Blatt in
Ebene m + 1 haben. Deshalb gibt es einen Knoten v wie in Punkt 1. des
Schleifenrumpfes erforderlich. Il

Aus dem Beweis des vorigen Satzes lesen wir ab:

Folgerung 2.2 Jeder Prifixcode gentigt der Kraftschen Ungleichung.
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Fiir das Alphabet ¥ = {aq,...,a;}, wobei jedes Symbol a; mit Wahrschein-
lichkeit P(a;) auftritt, und die Codierung K : ¥ — {0,1}* definieren wir
die erwartete Linge von K als

k

L= Pla;) - |K(a)].

i=1

Unten erkldren wir Shannon-, Shannon-Fano- und Huffman-Codierungen.
Huffman-Codes sind optimale Prifixcodes (also Codes mit kleinster erwar-
teter Liange Ly ) und die ersten beiden Codierungen erzeugen fiir manche
Eingaben —wie wir sehen werden— nicht optimale Losungen. Wir geben
aber diese Verfahren an, weil sie interessante und niitzliche Strategien fiir
Datenkompression enthalten.

2.2 Shannon-Algorithmus

Es seien p1 = P(a1), ..., pn = P(ap) mit p1 > py > ... > p,. Dann sei
P:=0,und fiiri >1sei P, :=p1 +... + pi_1.

Shannon-Algorithmus:

for 1:=1 to n do
0= [—logpil;
Sei Pz = 0, b1b2b3 N
K(az) = blbg . bgi M

Beispiel 2.3 Betrachten wir einen Text iber dem Alphabet ¥ = {a,b,c,d, e},
wobei die Verteilung der Symbole durch P(a) = 0,35, P(b) = 0,17, P(c) =
0,17, P(d) = 0,16 und P(e) = 0,15 gegeben ist. Folgende Tabelle stellt den
Code dar, wie er durch den Shannon-Algorithmus generiert wird:

Di l; | P P; (Bindr) Code
al| 0,351 2 | 00 0,0000000. .. | 00
bl 0,17 3 | 0,35 0,0101100... | 010
c| 0,17 8 | 0,52 | 0,1000010... | 100
d| 016 3| 0,69 0,1011000... | 101
el 0,158 | 0,85\ 0,1101100... | 110

Damit ergibt sich
Lsg=0,35-240,17-3+0,17-3+0,16-340,15-3 = 2,65

Es ist leicht zu sehen, dass die Shannon-Codierung nicht optimal ist.
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Die Shannon-Codierung zeigt in einfacher Weise Beziige zwischen Zahldar-
stellungen von Wahrscheinlichkeiten (bzw. deren Summen) und Binércodes.

Satz 2.4 Der Shannon-Algorithmus generiert einen Prdfizcode.

Beweis: Es sei P; = 0,b1bobs ... = b4 b5 4 ... Nach Konstruktion gilt

womit fiir jedes j > ¢+ 1
1
Pj_PiZPi+1_Pi:piZ%

gilt. Wegen p1 > po > ... > p, gilt 1 < ly < ... < ¥,. Angenommen, es
gibt ein ¢ und ein j mit ¢ < j und

K(ai):b1b2---béi> K(aj) =C1C2 ... ¢y

wobei £; > £;. Ist by = c1,..., by, = ¢y, so gilt
P; — P,
< 274,
also ein Widerspruch. O

2.3 Shannon-Fano-Codierung

Ein weiteres Beispiel fiir einen Préfixcode ist die Shannon-Fano-Codierung:

make-code ()
if |¥| =1 then for a € ¥ return node(a)
else
teile ¥ auf in ¥; und ¥p mit ) .5 Pla) =) s, Pla);

return node(make-code(X1) ,make-code(3s)).

Aus dem rekursiven Aufbau des Algorithmus (Rekursionsbaum) folgt sofort:

Satz 2.5 Der Shannon-Fano-Algorithmus liefert einen Prdfizcode.
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Die Codierung zeigen wir nur an einem Beispiel. Im Vergleich mit der Huffman-
Codierung ist die Methode von Shannon-Fano viel schlechter. Sie konstruiert
nicht immer optimale Préifixcodes.

Beispiel 2.6 Betrachten wir die folgende FEingabe: P(a) = 0,4, P(b) =
0,25, P(c) = 0,15 und P(d) = P(e) = 0,1. Der Shannon-Fano-Algorithmus
arbeitet folgendermajfen

a(0,4) d(0,1) Q) b(0,25) ¢(0,15) e(0,1)

Die Ausgabecode ist:
P | Code | Lange

al|0,4 | 00 2
b[0,25] 10 2
¢ 0,15 | 110 3
d]0,1 | o1 2
el0,1 | 111 3

Fiir diese Codierung ist die erwartete Linge
Lsp=2-0,4+2-0,25+3-0,154+2-0,14+3-0,1=2,25

wdhrend die (optimale) erwartete Linge 2,15 ist. Wir werden spdter sehen,
daf$ die erwartete Linge fiir die Huffman-Codierung

Lyp=1-0,4+4+2-0,254+3-0,154+2-4-0,1=2,15
betrdgt, also optimal ist.
Wie man leicht nachrechnet, liefert die Shannon-Fano-Codierung im Beispiel

aus dem letzten Abschnitt eine erwartete Lange Lg_p = 2,5, ist also in dem
Fall etwas besser als die Shannon-Codierung.

2.4 Huffman-Algorithmus

Huffman-Codes sind optimale Préfixcodes (also Codes mit kleinster erwar-
teter Lénge Ly).

Der Algorithmus fiir die Huffman-Codierung:
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1. Starte mit dem Wald aus B&umen, in dem jeder Baum ein
Symbol darstellt und w; = P(a;) das Gewicht des Baumes ist.

2. Repeat until Wald besteht aus nur einem Baum:

- widhle die zwei Biume 77 und 75 mit den kleinsten
Gewichten w; und ws;

- nimm nun statt 7} und 75 den Baum

///:X\\

Ty T

mit dem Gewicht wi + ws.

Beispiel 2.7 Betrachten wir das Eingabealphabet > = {a,b,c,d, e} und die
Wahrscheinlichkeiten:

0.4 0.2 0.15  0.125 0.125

a‘b‘c‘d‘e
| 101 | 110 | 111

Man kann induktiv das folgende Ergebnis beweisen:
Satz 2.8 Die erwartete Codelinge ist fiir Huffman-Codierung optimal.

Betrachten wir jetzt die Qualitdt der Huffman-Codierung in Vergleich mit
der Entropie, oder —anders gesagt— vergleichen wir nun die optimale er-
wartete Codelénge mit der Entropie.
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Satz 2.9 Sei ¥ ein Quellenalphabet und K : ¥ — {0,1}" ein beliebiger
Préfizcode. Dann gilt:
Li > H(D).

Satz 2.10 Fiir jedes Quellenalphabet ¥ ist die minimale erwartete Codelinge
fiir Prifizcodes hichstens H(X) + 1.

Dann bekommen wir als Korollar die folgende Abschétzung fiir die erwartete
Lénge der Huffman-Codierung:

Korollar 2.11 Fiir jedes Quellenalphabet X gilt:
HX)<Lg <H)+1

Wir beschlieen dieses Kapitel mit der Skizze einer Implementierung von
Huffman Algorithmus.

Codierer: Decodierer:

/* -—- first pass -—- */ gettree(input,T);

initialize frequencies; while ((ch=decode(input)) != eof)
while (ch != eof) putchar (output,ch) ;

{

ch = getchar (input);
update_frequence(ch) ;
}
construct_tree(T);
puttree (output,T);
/* —-- second pass —-—- */
initialize_input;
while (ch != eof)
{
ch = getchar (input);
put (output,encode(ch)) ;

}

put (output,encode(eof));

2.5 Erweiterte Huffman-Codierung

Betrachten wir motivierend folgendes Beispiel: Sei ¥ = {a,b} und P(a) =
0,9; P(b) =0, 1. Dann liefert der Huffman-Algorithmus folgende Codierung;:

P | Code
al0,9 0
b]0,1 1
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mit der erwarteten Linge 1-0,9 4 1-0,1 = 1 Bits/Symbol. Die Entropie
fiir unser Alphabet (also die mittlere Anzahl von Bits, um das Symbol aus
Y. zu codieren) ist

10
H(S) = 0,9 log o +0,1-log 10 = 0,47 .

Die Redundanz —die Differenz zwischen der erwarteten Lénge und der
Entropie— ist 0, 53 Bits je Symbol, also fast 113% der Entropie. Das heifit,
daB (1) unser Code praktisch nicht komprimiert (er ,iibersetzt“ lediglich
a — 0und b — 1) und (2) um einen Text zu codieren, benutzen wir um
113% mehr Bits, als eine minimale Codierung briuchte. Um diesen Unter-
schied zu verkleinern, betrachten wir das neue Alphabet

»? = {aa, ab, ba, bb}

mit der Wahrscheinlichkeiten: P(aa) = [P(a)]?, P(bb) = [P(b)]? und P(ab) =
P(ba) = P(a) - P(b). Der Huffman-Algorithmus konstruiert folgende Codie-
rung:
P | Code | Lénge

aa | 0,81 0 1

ab | 0,09 10 2

ba | 0,09 | 110 3

bb [ 0,01 | 111 3
Die erwartete Lénge ist 1-0,814+2-0,09+3-0,09+ 30,01 = 1,29 Bits je
Symbol im Alphabet 32, also 0,645 Bits je Symbol in ¥ und jetzt benutzt

unsere Codierung nur noch 37% mehr Bits als eine minimale Codierung. Fiir
das Alphabet

>3 = {aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb}
ist der Unterschied noch kleiner:

P Code | Lange
aaa | 0,729 0 1
aab | 0,081 | 100
aba | 0,081 | 101
baa | 0,081 | 110
abb | 0,009 | 11100
bab | 0,009 | 11101
bba | 0,009 | 11110
bbb | 0,001 | 11111 5

Y OO Ww|WwW| W

und die erwartete Linge ist 0,52 bps: nur um 11% mehr als die Entropie
H(%).

Sei H™ die erweiterte Huffman-Codierung fiir die Blocke der Lange m. Dann
bekommen wir die folgende Ungleichung.
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Satz 2.12 Fiir jedes Quellenalphabet X gilt:

1
H(S) < Lyn < H(Z) + —.
m

Beweisidee: Wir zeigen, dafi H(X™) = mH (X). Daraufhin verwenden wir
Korollar 2.11. O

Wir haben gesehen, dafi die Wahrscheinlichkeit fiir jedes neue ,,Zeichen”
@, i, - . . a;,, des Alphabets ¥™ das Produkt von Wahrscheinlichkeiten

P(ay) x P(ag) X ... P(anm)

ist. Das heifit, da3 die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zeichen innerhalb eines
Blocks unabhéngig sind. In der Praxis haben wir aber sehr selten mit einer
solchen Situation zu tun. Fiir die englische Sprache z. B. ist die Wahrschein-
lichkeit, dass das Zeichen ‘a’ im U. S. Grundgesetz vorkommt, gleich 0,057,
aber die Wahrscheinlichkeit fiir die Reihenfolge von 10 ‘a’s ist nicht 0, 0579
sondern 0. In der Praxis mufl man fiir jedes m eine neue Statistik fiir ¥X™
konstruieren.

Das ist aufgrund des exponentiellen Wachstums kaum machbar. Einen prak-
tikablen Ausweg beschreibt das néchste Kapitel.
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