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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird gezeigt dafl das Leerheitsproblem fiir die von ei-
nem Prioritatsmulticounterautomaten erkannte Sprache und damit auch
das Halteproblem fiir Prioritdtsmulticounterautomaten entscheidbar ist.
Hierbei wird vorausgesetzt, dafl das Erreichbarkeitsproblem fiir Petrinet-
ze, bei denen die inhibitorischen Kanten auf eine bestimmte Art und Wei-
se angeordnet sind (sieche [Rei94]), entscheidbar ist. Die Beziehungen der
von diesen Automaten erkannten Prioritdtsmulticountersprachen zu ande-
ren Sprachklassen wird beschrieben und es wird gezeigt, dafl die Sprache
{(a™b)™ | n,m € N} keine Prioritdtsmulticountersprache ist.

Damit werden notwendige und hinreichende Kriterien fiir solche Semi-
kommutationssysteme entwickelt, bei denen eine Halbspursprache, d.h. die
die Hiille einer reguléren Sprache unter diesem Semikommutationssystem,
von einem Prioritatsmulticounterautomaten erkannt und damit die Maxi-
malitdt und die Synchronisierbarkeit mit einer reguldren Sprache entschie-
den werden kann. Ferner werden Kriterien fiir Semikommutationssysteme
entwickelt, bei denen die Maximalitdt und die Synchronisierbarkeit von
Halbspursprachen unentscheidbar ist.

Fiir Halbspuren werden Kriterien fiir die Inklusion, die Synchronisier-
barkeit, fiir die Frage, ob die Synchronisation von Halbspuren wieder eine
Halbspur ist und fiir die Existenz einer nicht konfluenten Situation gezeigt
und deren Komplexitat ermittelt. Gleiches erfolgt fiir diese Eigenschaften
der Halbspuren eines Semikommutationssystems im allgemeinen.
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1 Einleitung

Bei der formalen Beschreibung von Prozessen spielt die Reihenfolge der einzel-
nen Aktionen bereits bei sequentiellen Systemen eine grofie Rolle; z.B. bei der
Optimierung von Programmcodes ist es wichtig zu betrachten, welche der ein-
zelnen Anweisungen mit welchen anderen vertauscht werden konnen und welche
abhangig sind. Beispielsweise sind die Zuweisungen m :=n+ o und o := n *p
abhangig, wohingegen die Zuweisungen m := n + o und p := n * o unabhangig
sind. Um dies mit mathematischen Instrumenten beschreiben zu konnen, werden
Monoide von Spuren betrachtet. Die Spur, welche die moglichen Ablauffolgen
eines Prozesses beschreibt, ist eine Aqulvalenzklasse von durch Vertauschen un-
abhangiger Aktionen auseinander ableitbaren Ablauffolgen. Durch Spuren und
Spursprachen kann man somit giiltige Evaluierungen eines Prozesses beschrei-
ben.

Da die Computertechnik mit der Schaltgeschwindigkeit von Halbleiterelementen
auf Grenzen stofit, kommt die Forschung in der letzten Zeit von nur sequenti-
ell arbeitenden Computern immer mehr zu parallelen Systemen. Durch die nun
auftretende Nebenlaufigkeit von Aktionen in einem parallelen Prozess erhalt die
richtige Behandlung der Reihenfolge eine ganz entscheidende Bedeutung.

Beim modularen Aufbau von Prozessen ist es unumganglich, dafl die Unterprozes-
se Daten miteinander austauschen. Zu diesem Zweck muf} eine Synchronisation
der Unterprozesse stattfinden. Produziert z.B. ein Unterprozess in Aktionen mit
der Bezeichnung p Daten einer bestimmten Art und ein anderer Unterprozess kon-
sumiert in Aktionen mit der Bezeichnung ¢ Daten dieser Art, so ist ¢ abhéngig
von p, d.h. findet eine Aktion p vor ¢ statt, so kann deren Reihenfolge nicht
vertauscht werden.

Umgekehrt aber kann, falls eine Aktion ¢ vor p stattfinden kann, deren Reihen-
folge vertauscht werden. Da dies mit den symmetrischen Kommutationen nicht
beschrieben werden kann, werden in dieser Arbeit Semikommutationssysteme be-
trachtet. Mogliche Ablauffolgen werden nun durch Halbspuren beschrieben. In-
teressante Fragestellungen sind dabei, ob eine gegebene Ablauffolge in einer ge-
gebenen Halbspur liegt, ob gegebene Halbspuren synchronisierbar sind, ob deren
Synchronisation wieder eine Halbspur ist (siehe Kapitel 4) und ob zwei Halbspu-
ren, die Teilmenge einer gegebenen Halbspur sind, immer synchronisierbar sind
(Konfluenz siehe Kapitel 6). Auch mdéchte man bei gegebenen Semikommutati-
onssystemen bereits im Vorfeld erkennen konnen, welche Falle darin auftreten
konnen, z.B. ob es darin Halbspuren gibt, deren Synchronisation selbst keine
Halbspur mehr ist.

Fiir (endliche) Halbspuren sind alle diese Fragen entscheidbar und die Erken-
nung der giiltigen Ablauffolgen kann durch einen endlichen Automaten erfolgen.
Fir Halbspursprachen werden die Fragen jedoch i.a. unentscheidbar. In einigen
Féllen konnen verschiedene Arten von Zahlerautomaten verwendet werden (siehe
Kapitel 5).



Eine andere machtige Beschreibungsmethode fiir nebenléaufige Systeme, welche
viel weiter verbreitet ist, sind die von C. A. Petri Anfang der 60’er Jahre vorge-
stellten Petrinetze. Eine wichtige Fragestellung bei Petrinetzen ist, ob eine be-
stimmte Konfiguration von einer Startkonfiguration aus erreichbar ist. Bei Pe-
trinetzen ohne inhibitorische Kanten ist die Bedingung dafiir, dal eine Aktion
stattfinden kann, immer nur das Vorhandensein von Marken auf Stellen, die z.B.
irgendwelche Resourcen reprasentieren. Fiir solche Petrinetze ist bereits bekannt,
daf} die Frage der Erreichbarkeit entscheidbar ist. In vielen Fallen will man jedoch
eine Bedingung formulieren kénnen, welche besagt, dal das Vorhandensein einer
Marke eine Aktion verhindert. Dies kann nur durch eine inhibitorische Kante
ausgedriickt werden.

In [Rei%4] wird gezeigt, dafl das Erreichbarkeitsproblem bei denjenigen Petrinet-
zen entscheidbar ist, bei denen die Lage der inhibitorischen Kanten eine Anord-
nung (Indizierung) der Stellen mit folgender Eigenschaft ermoglicht: Hat eine
Transition ¢ eine inhibitorische Kante von einer Stelle s;, so hat sie auch inhibi-
torische Kanten von allen kleineren Stellen s; mit ¢ < j. Ein Spezialfall davon ist,
daBl nur eine Stelle auf Null getestet werden kann, d.h. daf§ nur von einer Stelle
inhibitorische Kanten ausgehen.

In Kapitel 3 wird der dazu korrespondierende Prioritatsmulticounterautomat be-
schrieben, bei dem die Anordnung der Zahler der Anordnung der Stellen im Petri-
netz entspricht und dessen Leerheits- bzw. Halteproblem dem Erreichbarkeits pro-
blem im Petrinetz entspricht. Dieser Prioritatsmulticounterautomat wird spater
in Kapitel 5 verwendet um bestimmte Halbspursprachen zu erkennen.



2 Begriffe

2.1 Grundbegriffe

Wichtige Bezeichnungen aus [HU79] werden im folgenden zusammengefafit be-
schrieben:
Fiir ein Alphabet, d.h. eine Menge von Zeichen ¥ ist

Y= Arixe..x, |z € X fur 1 <i <n}

die Menge der Worter der Lange |zy23...x,| := n. Die Menge aller Worter iiber
Yist ¥* := U X" und Xt := U X", wobei N = {0,1,...} die Menge der
neN neN+

natiirlichen Zahlen, N, = {1,2, ...} die Menge der positiven natiirlichen Zahlen
und Z = {...,—1,0,1,...} die Menge der ganzen Zahlen ist. Das Leerwort ist A
mit |A| = 0.

Eine Menge von Wortern L C ¥* nennt man Sprache. Fir Worter x = z1...x,, und
Y = Y1...ym ist die Konkatenation xy := x1...2,9;...y, und die Spiegelung xf :=
Tp,...2221. 2 bildet also mit der Konkatenation und dem neutralen Element \ ein
Monoid. Die Konkatenation fiir Sprachen Ly und Ls ist Ly Lo := {wywe | wy € Ly

und wy € Lo}; der Sternoperator * ist fir Sprachen definiert durch L* := |J L™
neN
und analog dazu L™ := |J L". Die Anzahl der Vorkommen eines Zeichens x in
neNt
einem Wort w ist |w|,.

Ein Wort a3y kann mittels einer Produktionsregel 3 — ¢ in einer Menge P von
Produktionsregeln abgeleitet werden zu einem Wort ad~y. Wir schreiben dafiir
afy :P> ady. Es gilt wy % w,, falls wq,...w,_1 existieren mit wy ? w1 ?
...w, und falls auch noch n > 0, so gilt wy :;> wy,. Durch eine Grammatik
G = (V, X, P,S) mit der Variablenmenge V' = {9, ...} und den Produktionsregeln

PC(VUX)T x (VuX\{s}H*

wird die Sprache L(G) := {z € ¥* | S :;> x} erzeugt. Gilt P C V x (XTV U
¥) U {S — A}, so nennt man G und damit auch L(G) reguldr, im Fall

PCVx(VUR)" U {S— A}

konteztfret und im Fall P CV x (¥*VE*UX) U {S — A} linear.

Die Projektion eines Wortes oder einer Sprache auf ein Alphabet A ist der Ho-
momorphismus II4 mit [14(a) = a, falls a € A und Il4(a) = A, falls a € A.

Die Zahl ggT'(n,m) € N ist der grdfite gemeinsame Teiler zweier natiirlicher
Zahlen n und m.

Fiir Mengen ist |M| die Anzahl der Elemente in M.



2.2 Spuren und Kommutationen

Ein Abhdngigkeitsaphabet iiber einem Alphabet A ist ein Paar (A, D) mit einer
reflexiven und symmetrischen Abhdngigkeitsrelation D C A?. Durch dieses ist
ein Kommutationssystem C' := {ab — ba | (a,b) € A*\ D} definiert. Spuren
sind Aquivalenzklassen der Form [w] := {v | w =2> v}; Uber diesen entsteht ein

Monoid M (A, D) mit der Multiplikation [w] - [u] = [wu] und dem neutralen Ele-
ment [A]. Eine Spur [a;...a,] wird représentiert als ein Graph mit Knoten, welche
mit aq,...a, markiert sind, und gerichteten Kanten von einem mit a; markierten
Knoten zu einem mit a; markierten Knoten, fiir (a;,a;) € D und i < j.

Diese freien, partiell kommutativen Monoide wurden zuerst in der Mathematik
von P. Cartier und D. Foata [CF69] betrachtet. In der Informatik wurden sie
erstmals von A. Mazurkiewicz [Maz77] zu Beschreibung von Schaltfolgen in 1-
sicheren Petrinetzen verwendet.

2.3 Halbspuren und Semikommutationen

Die Semikommutationen wurden erstmals von M.Clerbout in ihrer Dissertation
[Cle84] als Verallgemeinerung der partiellen Kommutation definiert (siehe auch
M. Clerbout und M. Latteux [CL87]) und eine Menge von Resultaten entstan-
den in letzter Zeit auf diesem Gebiet, z.B. [CG94], [CGL"92], [Gon93|, [Lat92],
[RWO91]. Mit Semikommutationen ist es nun z.B. auch méglich Systeme mit Pro-
duzenten und Konsumenten zu beschreiben und in verschiedenen Arbeiten wie
[HK89], [Och90] und [Och92] stellen sich Semikommutationen bei Beschreibung
von Petrinetzen als niitzlich heraus.

Zu jedem Halbabhingigkeitsalphabet (A, SD) mit einer reflexiven, aber moglicherweise
asymmetrischen Halbabhdngigkeitsrelation SD C A x A ist das dazugehorige Se-
mikommutationssystem definiert durch SC' = {ab — ba | (a,b) ¢ SD}. Eine
Halbspur tiber (A, SD) ist definiert als die Menge der Wérter [u) = {w € A* |
u % w}, welche von einem Wort u € A* durch Anwendung von Ableitungsregeln

in SC abgeleitet werden konnen. Gibt es mehrere Halbabhangigkeitsalphabete
(A;, SD;), so werden die zugehorigen Halbspuren [u); ebenfalls indiziert.

Es ist leicht zu sehen, dafl zwei Halbspuren genau dann gleich sind, wenn sie die
gleiche Spur im Monoid M (A, D) mit D = SD U SD! reprasentieren. Dies legt
nahe eine Halbspur [u) iiber (A, SD) durch den Abhéngigkeitsgraphen der Spur
[u] in M (A, SDUSD™) darzustellen. Zur Darstellung der Halbabhéngigkeitsstruktur
ersetzen wir jede Kante a — b durch eine gepunktete Kante a -~ b, wenn
(a,b) ¢ SD. Die gepunkteten Kanten nennen wir weiche Kanten. Die ande-
ren Kanten a — b mit (a,b) € SD nennen wir harte Kanten, da sie eine nicht
abanderbare Reihenfolge ausdriicken. Ein Semikommutationssystem kann als
Graphersetzungssystem betrachtet werden, bei dem eine weiche Kante a -~ b
abgeleitet werden kann zu einer harten Kante a < b, wobei die Bedingung, dafl
keine Kreise entstehen, eingehalten werden muf.
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Die Hiille einer Sprache L unter einem Semikommutationssystem SC'ist die Men-
ge fso(L) ={w € A* | Ju € L,u —S—% w} der Worter, welche von einem Wort

der Sprache abgeleitet werden konnen (fsc(w) = fsc({w})). Unter einer Halb-
spursprache verstehen wir die Hiille fsc(R) einer reguldren Sprache R.

Ein Semikommutationssystem SC' ist die Komposition zweier Semikommutati-
onssysteme SC; und SCy, wenn Yw fso(w) = fso, (fso, (w)) gilt.

Um komplexe Systeme in modularer Weise aufbauen zu kénnen, bendtigen wir die
Synchronisation von Halbspuren in der gleichen Weise, wie sie von Mazurkiewicz
in [Maz87] fiir die symmetrischen partiellen Kommutationen verwendet werden.

Im folgenden werden wir (A,SD) = (U; A;,U; SD;) als Synchronisationshalb-
abhangigkeitsalphabet verwenden. Die Synchronisation von Halbspuren ist

)y [ Tudz |- [ ) = {w € A" [ V0 <@ <m TI5, (w) € [ug)i},

wobei Hfh (w) die Projektion der Worter w iiber A; mittels des Homomorphismus
T4 mit fiir alle @ € A wenn a € A; dann 114 (a) = a sonst I} (a) = X ist. Wir
nennen Halbspuren synchronisierbar, wenn ihre Synchronisation nicht die leere
Menge ist. Allgemein ist die Synchronisation von Sprachen iiber dem Alphabet
A definiert durch Ly || Ly || ... || Ly = {w € A* [V0 <i <m TI4 (w) € L;}.

Bemerkung: Es ist leicht zu sehen, dafl die Synchronisation iiber einem ein-
zelnen Alphabet gerade der Schnitt ist:

Fiir (A1, SDq) = (Ag, SDy) gilt [u)y || [v)2 = [u)1 N [v)2

2.4 Komplexitatsklassen

Bei der Analyse eines Problems geniigt es nicht nur festzustellen, ob ein Problem
von einem Computer bzw. einer Turingmaschine (siehe [HU79]) entschieden wer-
den kann. In der Komplexitatstheorie untersucht man daher den Platz- und den
Zeitbedarf in Abhéangigkeit von der Eingabelinge, welche benétigt wird, ein Pro-
blem (z.B. die Zugehérigkeit eines Wortes zu einer Sprache) zu losen und teilt
die Probleme (Sprachen) in Komplexitétsklassen ein:

DSPACE(S(n)) (bzw. NSPACE(S(n))) ist die Klasse der Sprachen, die von einer
deterministischen (bzw. nichtdeterministischen) Turingmaschine erkannt werden,
die bei einer Eingabe der Lénge n auf jeder Berechnung nur S(n) Platz bendtigt.
DTIME(T(n)) (bzw. NTIME(T(n))) ist die Klasse der Sprachen, die von einer de-
terministischen (bzw. nichtdeterministischen Turingmaschine erkannt werden, die
bei einer Eingabe der Lange n auf jeder Berechnung nur T(n) Schritte benétigt.
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Besondere Komplexitatsklassen sind

NLOGSPACE = NSPACE(logn)

P = U DTIME(n®)

NP = U NTIME(n)
PSPACE = ‘U DSPACE(n®)
EXPTIME = CLIDT[ME(TLC)

2.4.1 Reduktion und Orakel

Orakel machen es moglich bei der Losung eines Problems A ein anderes Problem
B als bereits kostenlos gelost zu betrachten. Eine Moglichkeit, A auf B zu redu-
zieren, ist die Turingreduktion (A <r B), welche von einer Orakelturingmaschine
ausgefiihrt wird, die ein Ausgabeband und einen Fragezustand mit zwei Antwort-
zustanden besitzt. In welchem der Antwortzustande die Rechnung fortgesetzt
wird, wenn die Orakelturingmaschine in den Fragezustand geht, hédngt davon ab,
ob der Inhalt des Ausgabebandes in der Orakelsprache liegt. Eine Rechnung, die
von der Eingabe tiberpriifen soll, ob sie in A liegt, kann das Orakel B mehrfach
benutzen und ist nicht an die Antwort des Orakels gebunden, d.h. sie mufl nicht
akzeptieren, wenn das gefragte Wort im Orakel liegt. Ist C' eine Sprachklasse,
so ist C4 die Klasse der Sprachen, die mit entsprechenden Orakelmaschinen mit
Orakel A berechnet werden konnen; so ist beispielsweise NP4 = {L | L <P A}.
Die polynomielle Hierarchie ist als Orakelhierarchie definiert durch $¥ := P und
SP = NP fiir k > 0.

In dieser Arbeit verwenden wir jedoch nur die many-one-Reduktion, die von einem
Transducer durchgefiihrt wird, der das Orakel nur einmal benutzt; das Ergebnis
ist die Antwort des Orakels, d.h. der Inhalt des Ausgabebandes muf§ genau dann
in B sein, wenn die Eingabe in A liegt.

Ein logarithmischer Transducer T = (Z,%,T', A, 6, zg, E) ist eine deterministische
Turingmaschine mit einem (Zweiweg)Eingabeband mit Eingabealphabet X, ei-
nem Einwegausgabeband mit Ausgabealphabet I'; auf das nur geschrieben aber
nicht gelesen werden darf, einem logarithmisch platzbeschrankten Arbeitsband
mit Bandalphabet A, einer Ubergangsfunktion 6 : (Z x £ x A) — (Z x A x I'*),
einem Anfangszustand zy € Z und den Endzustanden £ C Z.

Mit fr(x) bezeichnen wir das Wort, das nach Erreichen eines Endzustandes auf
dem Ausgabeband steht.

Es gilt L <9 I/, wenn es einen logarithmischen Transducer 7 mit € L gdw.
fr(xz) € L' gibt.

Ein endlicher Transducer T = (Z,%,T,0, 29, E) (geméaf [Ber79] auch rationaler
Transducer) ist ein Automat mit einem Einwegeingabeband mit Eingabealphabet
Y, einem Einwegausgabeband mit Ausgabealphabet T, einer Ubergangsfunktion
§: (ZxX) — (ZxT*) (bzw. einer Ubergangsrelation § C (Z x ¥) x (Z xT*), falls
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T nichtdeterministisch ist), einem Anfangszustand zy € Z und den Endzustédnden
ECZ.

Fiir einen deterministischen Transducer T ist fr(x) € I'* das Wort, das nach
Durchlaufen der Eingabe z € ¥* auf dem Eingabeband auf dem Ausgabeband
steht, wenn ein Endzustand erreicht wurde.

Bei einem nichtdeterministischen Transducer ist fr eine reguldre Relation (auch
rationale Relation), d.h. sie kann von einem nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten mit zwei Eingabebandern erkannt werden.

Es gilt L </ L/ (L <nf L"), wenn es einen deterministischen (nichtdetermini-
stischen) endlichen Transducer 7' mit Einwegeingabeband und Einwegausgabe-
band gibt mit x € L gdw. es einen Ausgabewert fr(x) € L’ gibt (Jy € L’ und
(x ) y) S f T)'

Fiir eine Sprachklasse S ist

LOG(S) := {Y|3X €S mitY < X},
co—S = {Y|Y €S},

eine Sprache V hei3t vollstandig fir S beziiglich einer Reduktion’ <’ wenn V' € S
und VX € § X <V gilt. Eine Sprachklasse S ist abgeschlossen beziiglich einer
Reduktion ’<’, wenn fiir alle L < L' € S auch L € S liegt.

Eine Sprachklasse S ist eine abstrakte Familie von Sprachen' (AFL), wenn S
unter Vereinigung, Konkatenation, dem Sternoperator und rationaler Transduk-
tion (<"F) abgeschlossen ist. Beispielsweise ist die Klasse CFL der kontextfreien
Sprachen eine AFL.

Eine Aquivalenzrelation § iiber ¥* ist eine K. ongruenz, wenn fir alle w, z, y, z € ¥*
mit [w]s = [x]s und [y]s = [z]s auch [wy|s = [22]s gilt. Die Semi-Dyck-Sprache D),
tiber dem Alphabet {a1, ...an, b1, ..., b, } ist die Sprache der Wérter, die kongruent
mit dem leeren Wort A sind beziiglich der Kongruenz ¢’ mit [a;b;]s = [N fiir
alle 7+ < n. Die Semi-Dyck-Sprache

D" = {w € {ay,...an,b1,....0,} | [w]s = [Ns'}

kann auch als Klammersprache bezeichnet werden, wobei a; eine 6ffnende Klam-
mer und b; die dazugehorige schliefende Klammer ist.

Fiir n > 1ist D!* vollstandig fiir die Klasse CFL beziiglich rationaler Transdukti-
on. Die Sprache D/" ist hingegen nur vollstandig beziiglich rationaler Transdukti-
on fur die Klasse ROCL (siche [Ber79]) der Sprachen, die von einem Automaten
mit einem schwachen Zahler erkannt werden konnen. Die Sprache (D]"¢)* ist
vollstandig beziiglich rationaler Transduktion fiir die Klasse OCL (siehe [Ber79])
der Sprachen, die von einem Automaten mit einem starken Zahler erkannt wer-
den konnen und die Sprache {w$w® | w € {a,b}*}* ist vollstindig beziiglich
rationaler Transduktion fiir die Klasse LIN der linearen Sprachen.

!Eine genauere Bezeichnung ist 'volle abstrakte Familie von Sprachen’. Nicht volle AFL’s,
bei denen die rationalen Transduktionen nicht 16schend sein diirfen, kommen in dieser Arbeit
nicht vor.
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2.4.2 Schaltkreiskomplexitatsklassen

Unterhalb von P wurden viele Komplexitatsklassen mit verschiedenen Arten von
parallelen Random Access Maschinen, verschiedenen Arten von Schaltkreisen,
verschiedenen sequenziellen Modellen mit unterschiedlichen Akzeptanzbedingun-
gen z.B. Alternierung oder Zahlkomplexitatsklassen und die logarithmische Hiille
tiber formalen Sprachklassen z.B. LOG(CFL) betrachtet und viele Bezichungen
zwischen diesen Modellen gefunden (siehe z.B. [LR94], [LR90], [Par90], [Rei92a],
[Rei90], [SV84], usw.). Von Interesse ist in dieser Arbeit die Klasse TC?, in der
diejenigen Sprachen liegen, welche von einer uniformen Familie von Schaltkreisen
aus Threshold-Gattern mit konstanter Tiefe und polynomieller Gréfe erkannt
werden konnen, d.h. fiir jede Eingabelange existiert ein Schaltkreis in dieser Fa-
milie mit der Eigenschaft, daf fiir alle Eingaben dieser Lange der Ausgang des
Schaltkreises genau dann 1 ist, wenn die Eingabe in der Sprache liegt. Als Unifor-
mitatsbedingung verwenden wir die DLOGTIME-Uniformitdt [BIS90]; dies be-
deutet, dafl die Schaltkreise einer solchen Familie durch Ausdriicke beschrieben
werden und die Sprache dieser Ausdriicke

{{c,%,y) | ly] =n und das i-te Zeichen des n-ten Ausdrucks ist c}

von einer deterministischen logarithmisch zeitbeschrankten Turingmaschine er-
kannt werden kann. Threshold-Schaltkreise sind auch ein Modell fiir neuronale
Netze. In TC? liegen genau diejenigen Sprachen, welche von einer parallelen Ran-
dom Access Maschine, welche zusétzlich tiber die Majoritatsfunktion verfiigt, in
konstanter Zeit berechnet werden kann [Par90]. Nach [BIS90] ist TC° die Klasse
der Sprachen, die durch Logik erster Stufe mit zusatzlichem Mayoritatsquantor
(FO+MAJ) beschrieben werden kénnen.

NC* (ACF) ist die Klasse der Sprachen, die von einer uniformen Familie von
Schaltkreisen aus A, V und = -Gattern mit der Tiefe O(log*n) und polynomieller
Gro6Be mit beschranktem (bzw. unberschrénktem) Fan-In erkannt werden kénnen
[Ruz81]. Die Probleme in NC = |J,, NC* betrachtet man hiufig als die effizient
parallelisierbaren Probleme. Zwar ist nicht bekannt, ob die Klassen sich trennen
lassen (z.B. ist nicht bekannt ob TC® # N P), es wird jedoch angenommen, dafl
viele dieser Klassen verschieden sind, was eine genaue Einteilung von Problemen
in diese Klassen interessant macht.
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2.5 Petrinetze mit inhibitorischen Kanten

Ublicherweise bedeutet eine positiv gewichtete Kante von einer Stelle zu einer
Transition in einem Petrinetz, daf§ die Transition nur dann schalten darf, wenn
geniigend Marken auf der Stelle liegen. Im Gegensatz dazu bedeutet eine inhibi-
torische Kante, daf§ die Transition nur dann schalten darf, wenn keine Marke auf
der Stelle liegt.

Ein solches Petrinetz beschreiben wir durch ein 6-Tupel (S, T, W, I, mg, m.) mit
der Gewichtsfunktion W e N9*TUTxS " den inhibitorischen Kanten I C S x T und
den Anfangs- und Endmarkierungen mg, m. € N°. Die inhibitorischen Kanten
werden wir in den Bildern durch ————e darstellen.

Eine Transition ¢ € T kann eine Markierung m zu der Markierung m’ schalten,
d.h. m[tym’, wenn m — W(.,t) = m' — W(t,.) e N> und Vs € S (s,t) € [ —
m(s) = 0. Eine Transitionsfolge w = t;...t,, € T* kann mg nach m,, schalten, d.h.
molw)m,,, wenn my, ...m,_; existieren mit mg[t;)m[ta)...[tn)Mp.

Das Erreichbarkeitsproblem fir ein Petrinetz (S, T, W, I, mg, m.) ist es, zu ent-
scheiden, ob ein w € T existiert mit mg[w)m,.

Existieren s, s’ € S und ¢,¢ € T mit den inhibitorischen Kanten (s,t), (s',t') € I,
welche unabhéngig liegen, d.h. es gilt (s,t'),(s',t) € I, so wird das Erreichbar-
keitsproblem i.a. unentscheidbar. Ist dies jedoch nicht der Fall, so gilt fiir alle
s,s € S und t,t' € T mit (s,t),(s',t') € I die Bedingung (s,t’) € I oder
(s',t) € I. D.h. fiir alle s,¢" € S gilt

T(s):={t|(s,t) €1} CT(s):={t|(s,t) & I} oder T(s) 2 T(s).

Also lassen sich die Stellen mit dieser Teilmengenbeziehung linear anordnen und
zwar so, dafl jede Stelle zu all denjenigen Transitionen eine inhibitorische Kan-
te hat, zu denen eine beziiglich der Anordnung groflere Stelle eine inhibitorische
Kante hat. Diese Ordnung wird in [Rei94] beim Ubergang von Petrinetzen mit
inhibitorischen Kanten zu geschachtelten Petrinetzen ausgenutzt um die Ent-
scheidbarkeit in diesem Fall zu zeigen.
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2.6 Multimengen und Vektoren

Fiir zwei Mengen A, B ist AP die Menge der Funktionen f : B — A von B nach

A. Eine solche Funktion mit f(b1) = ay, f(bs) = ag, ... 1laBt sich darstellen als
ay

Menge {b; — ay,bs > as,...} oder als B-Vektor | @2 |. Eine Multimenge iiber

B ist eine Funktion in N7,

Eine Funktion, die auf Multimengen abbildet f : A — NP betrachten wir als
Multimenge in NB*4 mit f(b,a) = f(a)(b), f(.,a) = f(a) und f(b,.) = {a —
f(b,a) | a € A} oder als B x A-Matrix.

Ist A C B so gilt N4 C N?, wobei wir eine Funktion an nicht definierten Stellen
als um 0 erweitert denken. Es gilt N4 N NP = NANB,

Die Einschrinkung einer Multimenge f € NZ auf A ist f |[ai= {b— n | b €
A A f(b) = n}. Dies bedeutet, daB8 fiir alle f und A die 3 Aussagen f € N4,
fla= fund Vo & A f(z) = 0 dquivalent sind.

Die Addition zweier Multimengen f, g € N4 erklirt sich durch (f+g)(a) = f(a)+
g(a) und die Skalarmultiplikation mit n € N durch (fn)(a) = (nf)(a) = nf(a).

Sei M C N eine endliche Menge von Multimengen, so ist die Identititsfunktion
idy € MM C NY*M mit Vm € M idy (., m) = idy(m) := m eine A x M-Matrix,
bei der ein Spaltenvektor bei einer Position fiir ein m € M der A-Vektor m selbst
ist.

Sei f € NM eine Multimenge von Multimengen. Entsprechend der Multiplikation
der Matrix idy; mit einem M-Vektor f € NM definieren wir

M- f:= idM~f:m§Mmf(m) e N4,

Diese Multiplikation M - f := 3 mf(m) wird spéter bei der geschachtelten
M

me
Beschreibung von Schaltfolgen wichtig.
Ist f € NM™ mit M C M, soist M- f:=M-(f |m).

Sei z.B.M::{{alHs,agHz},{alH1,a2H5}}={<§),<é)}undf;:{@)H
(3w (2) () ()
{a; — 19, ay — 43}.

Fiir eine endliche Menge M von Multimengen ist M* := {M - f | f € NM} die
Menge aller Linearkombinationen.
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2.7 Geschachtelte Petrinetze

Die Idee eines geschachtelten Petrinetzes ist, dafl eine Transition selbst eine Kette
(als Liste zwischen [ und | dargestellt) hintereinandergeschalteter Unternetze mit
inneren Stellen ist, welche vor und nach dem Schalten dieser Transition frei von
Marken sein miissen.

Wesentlicher Unterschied zu den Netzsystemen in [Kie89] ist dabei, dal Marken
auf auBeren Stellen mit in die Unternetze genommen und und iibrige Marken auf
diesen Stellen wieder nach aufien genommen werden kénnen. (Dies 1a8t sich mit
der Verwendung globaler Variablen in Unterprogrammen vergleichen.)

Die Kantengewichte (welche zuvor mit W bezeichnet wurden) sind nun keine
festgelegten Groflen auBerhalb der Transitionen, sondern sie werden im Innern
einer Transition bestimmt. Zu diesem Zweck enthélt jede Transition eine se-
milineare Menge von Multimengen, durch welche der benétigte Zusammenhang
von auferem Schaltverhalten und der inneren Schaltbedingung hergestellt wird.
Zusétzlich iibernimmt diese semilineare Menge die Aufgabe die Schaltfolgen zu
restringieren.

Eine Darstellung als Vektoren (wie sie bei einer hypothetischen Implementati-
on gebraucht wiirde) bréchte einen erheblichen formalen Aufwand zur Berech-
nung der jeweils benotigten Koordinaten mit sich. Aus diesem Grund wurde die
Schreibweise als Multimenge gegeniiber der Darstellung als Vektor bevorzugt.

Definition Ein geschachteltes Petrinetz (Sp,T') besteht aus einer Menge T
von Transitionen, welche im eigentlichen Sinne Transitionsketten sind, und den
Stellen St. Dabei gilt:

(1) Eine Elementartransition hat die Form ¢ = ([], ¢, P) mit der leeren Liste []
von Unternetzen, der Konstantenmultimenge ¢ € N°7{01} welche festlegt, wie-
viele Marken mindestens von den Stellen abgezogen werden und auf die Stellen
gelegt werden miissen, und den linear unabhéngigen (und endlich vielen) Peri-
odenmultimengen

P C {pe N0 | p(0) = p(1)},

welche beschreiben, wieviele Marken zusétzlich abgezogen und wieder aufgelegt
werden konnen. (Bei einer Elementartransition mufl dieser Zusatz jeweils gleich
sein, damit das Schaltverhalten nur durch ¢ bestimmt ist. Prinzipiell gentigt fiir
eine Elementartransition auch P = ().)

(2) Das Schaltverhalten einer Elementartransition:

Die Multimengen mg, m; € N7 seien Markierungen; es sei ¢ ¢ P (man denke sich
c als markiert). Die Elementartransition ¢ kann mittels eines Pfades f € N{ciWP
mit f(c¢) = 1 von der Markierung mg zu der Markierung m; schalten, d.h. mq[t)m,
mittels f, wenn p := ({c}UP)-f = c+P- f und mg—p(0) = m; —p(1) € N°7. (Es
scheint hier tiberfliissig zu sein, dafl die Markierungen vor und nach dem Schalten
sowohl durch einen gréfieren Pfad f als auch durch eine grofiere Differenz mg—p(0)
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erhoht werden konnen, doch wir werden im Beispiel 3 Seiten weiter sehen, dafl
im allgemeinen Fall beides separat moglich sein mu8.)

Der Pfad f bescheibt also mit Hilfe der in Unterkapitel 2.6 beschriebenen Mul-
tiplikation, wie oft die Transition schaltet (in diesem Fall gerade f(c) = 1 mal)
und von jeder Periode, wie oft sie hinzukommt.

(3) Schaltfolgen:
Fiir ein Netz (S, 7) mit S = Srist @ :== U {c}UP die disjunkte Vereinigung
K,c,P)eT

aller Mengen von Konstanten- und Perio(denrr)lultimengen, die die Transitionen in
T beschreiben (man denke sich die Multimengen in {c} U P mit t = (K, ¢, P) €
T mit ¢ markiert). Eine Transitionsfolge w = ¢;...f, € T* kann nun mittels
cines Pfades f € N? von der Markierung my € N° zu der Markierung m,, €
N* schalten, d.h. mg[w)m,, mittels f, wenn der Pfad in einzelne Schaltvorginge
zerlegt werden kann, d.h. wenn

Ima,..mp_1 € N° f1,..f, e NQ f = 5 fi AV1 < <nmy_q[t;)m; mittels f;.
=1

(Dies gilt ungeachtet dessen, ob die t; Elementartransitionen oder ’komplexe’
Transitionen sind.)

(4) Im allgemeinen Fall hat eine 'komplexe’ Transition n Netze (S;, T;) mit min-
destens so vielen Stellen wie auflen, d.h.

als Unternetze. Diese Transition hat die Form t = ([(S1,71)...(Sn, Tn)], ¢, P) mit

Srx {0,130 ) (i {20,204 13UQi x {~i})
{c}UPCN i=1

mit Q; = U {d}UP und

(K, ,P")ET;
Vpe P p(0)=p2)Ap2n+1)=p(1)AV2<i<n p(2i—1)=p(2).

(Wegen p(2i) € N% und p(2i—1) € N%-! fiir 2 < i < n bedeutet p(2i—1) = p(2i),
daB der Wert p(s, 2i—1) = p(s, 2i) € NSi-1"9 liegt, also fiir s € S;_1\S;US; \ S;_1
gleich 0 ist.) Eine Multimenge in ¢ + P* beschreibt somit, wieviele Marken die
Transition insgesamt zu Beginn ihres Schaltens abzieht (markiert mit 0), wieviele
sie zu Beendigung ihres Schaltens auflegt (markiert mit 1) und fiir jedes Unter-
netz (S;,T;), wieviele Marken zu Beginn einer Schaltfolge des Unternetzes zur
Verfligung gestellt werden (markiert mit 27), wieviele Marken genau beim Ende
einer Schaltfolge des Unternetzes wieder vorhanden sein miissen (markiert mit
2i+ 1) und den Pfad, der die Schaltfolge des Unternetzes quantitativ beschreibt
(markiert mit —i). Dabei darf wiederum die Differenz der Marken am Ende eines
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Unternetzes zu den Marken am Anfang des folgenden Unternetzes nicht durch
Erhohen einer Periode verdndert werden; dies wird durch p(2: — 1) = p(2i) aus-
gedriickt. Gleiches gilt fiir die Differenz der Marken, welche die Transition ins-
gesamt zu Beginn ihres Schaltens abzieht, zu den Marken am Anfang des ersten
Unternetzes (p(0) = p(2)) und die Differenz der Marken, welche die Transition
insgesamt zu Beendigung ihres Schaltens auflegt, zu den Marken am Ende des
letzten Unternetzes (p(2n + 1) = p(1)).

Die Periodenmultimengen in P sind linear unabhéangig, somit ist die Darstellung
eines p € ¢ + P* eindeutig und f mit p = ({c} UP) - f = c+ P - f ist eindeutig
festgelegt.

(5) Die Transition ¢ kann mittels eines Pfades f € N{¢'YF mit f(c) = 1 von der
Markierung mg zu der Markierung m; schalten, d.h. mg[t)m; mittels f, wenn
p:={ctUP) - f=c+P-f, my—p(0)=my—p(l) € N7 und

V1 <i<n Jw; €T p(2i)|w;)p(2i + 1) mittels p(—1).

Die Menge ¢+ P* dient sowohl der Restriktion von méglichen Schaltfolgen in Un-
ternetzen, als auch der Spezifikation der (nicht explizit genannten) Zwischeniiber-
ginge von N7 nach N°1, von N% nach N+ und von N nach N97. p(—3) ist die
Summe der Pfade im i-ten Unternetz; f beschreibt also durch rekursive Anwen-
dung der in Unterkapitel 2.6 beschriebenen Multiplikation die Summe der Pfade
in jeder Unternetzebene.

Da gleichzeitiges Vergrofiern von mg und m; die Differenz mg — p(0) = my; —p(1)
positiv 1at und die innere Schaltbedingung nicht verandert, gilt die Monotonie.

(6) Kommt eine Stelle vor und nach einem solchen Zwischeniibergang in ¢ vor,
so ist sie dort als frei zu bezeichnen: V0 < i < n Fyy1 := Fyyo := 5; N S;y1. Die
Menge der freien Stellen F;, am Anfang des ersten Unternetzes und und Fy, q
am Ende des letzten Unternetzes sind, falls sie nicht anders festgelegt werden,
definiert durch Fy := Sy N'S; und Fy,y1 := S, N Sp. Stellen in Fy; := S; \ Fy;
bzw. Fhip 1 := S; \ Fa11 sind dagegen fest spezifiziert.

(7) Die erweiterte Erreichbarkeitsmenge fiir eine Transition ¢ ist
ER; := {(mqo, mq, f) | mo[t)m, mittels f}.

Die Erreichbarkeitsmenge Ry := {(mo, m1) | 3f mo[t)m, mittels f} und die Pfad-
menge
Ey .= {f | 3mo, my mo[t)m; mittels f}

sind Projektionen von E R;. Fir eine Menge 7' gilt entsprechend ER; := |J ER;
teT

analog dazu Er, Ry und fiir ein Netz (5, 7T) ist entsprechend [Hau90]

ERs,ry = {(mo,my, f) | 3w € T mo[w)ym, mittels f}
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und Es ) = {f | 3w € T* Imgy, my molw)m, mittels f} D Er.
Es gilt also ER(k . p) =

{(mo,m1, f)| f(c)=1und fir pmit p=({c}UP)-f=c+ P f gilt
mo — p(0) =my —p(1) > 0 A

und E(qup) =

{f1 fle)=1und fir pmit p= {c}UP) - f=c+ P f gilt
V(S T;) € K (p(2i),p(2i + 1), p(—1)) € ERs, 1) }-

(8) Zwei Transitionsmengen T', T" heiflen erreichbarkeitsiquivalent, wenn Ry =

RT/ .

(9) Das Schaltbarkeitsproblem fir eine Transitionenmenge T ist zu entscheiden,
ob Rr nicht leer ist.

Beispiel:
Sei S7 = {s1} und T = {t} bestehend aus der in folgendem Bild mit s; dar-
gestellten Transition ¢ = ([({s1, 2, s3}, {t1,t2})({s1, 3}, {t3})], ¢, P) spezifiziet

0
durch ¢(0) = (1),e(1) = (2),e(2) = | 0 |.e®) = [ 0 |.e@) = (3 ).e5) = ( | d
( ) () ()= (1)

c(er, —1) = e(eg, —1) = e(es, —2) = ¢(p1o, —2) = ¢(p11, —2) = 0. Die Transitionen
in den Unternetzen t; = ([],c1,{}), t2 = ([],¢2,{}), ts = ([], 3, {p10,p11}) sind

10 00 092
spezifiziert durch ¢; = [ 02 |,co=| 10 | und c3 = )
00 01 10

e

7 RS
/1, \é/
=

)
O
_/




Deren Periodenvektoren piy = ( (1) (1) >,p11 = ( 00

- > von t3 und die Periodenvekto-

ren P = {p;.. pg} von ¢ mit
{(317 ) (3172) l—>1},p2:{(81,5)l—>1,(81,1)l—>1},
={(s1,3) = 1L, (s1,4) = 1}, ps = {(s3,3) = 1, (83,4) = 1},

— {{e1,—1) 1= 1}, 5 = {(e2, 1) = 1}, pr = {{e5, ~2) > 1},
ps = {(p10, —2) — 1}, pg = {(p11, —2) — 1}
gehen nicht in die bildliche Darstellung ein und sind bei diesem Beispiel so
gewahlt, dafl die Schaltfolgen nicht durch sie restringiert werden.
Ein Schaltvorgang wird in der Reihenfolge von links nach rechts interpretiert.
Es gilt z.B. (1)[t)(8) mittels {¢ — 1,p1 — 0,py — 6,p3 — 1,py — 1,p5 —
1,p6 — 2,p7 — 3,p8 — 0,pg — 0} = (1,0,6,1,1,1,2,3,0,0) mit der folgenden
Interpretation:

Zu Beginn zieht ¢ eine Marke von s; ab und stellt 2 Marken auf s; im
ersten Unternetz zur Verfiigung. Einmaliges Schalten (ps — 1) von t;
zieht eine dieser Marken ab und legt 2 Marken auf sy. Zweimaliges
Schalten von ty (pg — 1) bewegt diese beiden Marken nach s3, wovon
eine gefordert wird und die andere zusétzlich ist (py — 1). Die tibrige
Marke auf s; ist ebenfalls zusétzlich (ps — 1). (Auf sy darf ohnehin
keine zusétliche Marke bleiben.) Im zweiten Unternetz stehen nun 4
Marken auf s3 zu Verfiigung (eine davon ist zusétzlich). Da genau eine
dieser Marken tibrig bleiben muf}; schaltet ¢3 drei mal (p; — 3) und
legt dabei 6 Marken zu der einen hinzu. Zuletzt legt ¢ 8 Marken (2
obligatorische und 6 zusétzliche wegen p, +— 6) auf s; ab.

Der Schaltvorgang (1)[t)(8) kann aber auch mittels (1,0,6,1,1,1,2,3,9,5) statt-
finden, wobei lediglich zwischendurch mehr abgezogen und wieder aufgelegt wird,
was sich wieder ausgleicht.

Auch kann (2)[¢)(9) mittels (1,0,6,1,1,1,2,3,0,0) oder auch mittels
(1,1,7,2,1,1,2,3,12,5), hierbei ist die Erhohung der Perioden py, ps, ps3, ps und
po freiwillig. (2)[¢)(15) kann mittels (1,1,13,0,5,3,6,7,0,0) schalten, hierbei ist
die Erhohung der Perioden p; und py erzwungen. Durch zweimaliges Schalten
konnte z.B. auch (1)[¢t)(15) mittels (2,0,12,2,2,2,4,6,25,10) gelten.

Wir verwenden die folgenden Ergebnisse aus [Rei94]:

Theorem 2.1 Zu jeder Transitionenmenge T kann effektiv ein erreichbarkeits-
aquivalentes T" konstruiert werden mit der Eigenschaft, dafs fiir alle Transitionen
t = (K,c,P) €T die folgenden 6 Bedingungen gelten:

1. Fir alle (S;,T;) € K hat T; selbige Figenschaft, d.h. die Eigenschaft ist
rekursiv uber der Schachtelungsstruktur.

2.V(5;,Ti) € K Vp € {c} UP p(2i) = (Qi - (p(=1)))(0) = p(2i + 1) = (Q: -
(p(=4)))(1), d.h. fiir jeden Periodenvektor stimmt in jedem Unternetz die
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Differenz der Markierungen an Anfang und Ende mit der Differenz der
Markierungen, die durch den Pfad im Unternetz entstehen, tiberein.

3. \V/(SZ,T;) € K Vs e FQZ‘ EPP(S,21) Z 1AVs € FZi—i—l EPP(S,Qi + ].) Z 1,
pe peE
d.h. freie Stellen konnen beliebig erhoht werden.

4. Y8, T;) € K Vq € Q; pr(q, —i) > 1, d.h. alle Durchliufe durch Tran-
pe

sitionen und alle Perioden in Unternetzen konnen beliebig oft verwendet
werden.
5. Y(5:,T;) € K I(wi, xi + A, i), (2 + Aj, 5, o) € ER(s, 1,y mit
Vs € Fy Ai(s) > 1A xi(s) < e(s,2i)A
Vs € Fyipq Al(s) > 1AZi(s) < c(s, 20+ 1),
d.h. falls die freien Stellen gentigend hoch sind, so gibt es eine Schaltfolge,
bei der die nicht freien Stellen erhoht, bzw. verkleinert werden.

6. {c — 1} € E;, d.h. c selbst beschreibt schon eine erlaubte Schaltfolge.
(Dariiber hinaus gibt es gemdf Lemma 2.1 beliebig hohe Pfade in t, d.h.
es gilt Vg e NP 3f e NP f/>g A {c— 1} + f € E;.)

Korollar 2.1 [Rei94] Das Schaltbarkeitsproblem fiir geschachtelte Petrinetze ist
entscheidbar.

Lemma 2.1 [Rei94] Unter der Voraussetzung, dafi die Bedingungen 1 bis 5 fiir
t = (K,c, P) gelten, gilt:

VfeNl geZ 3k >2{c— 1} +kf {c—1}+kf+g€EE,

Die Bedingung sagt, daf$ jede Pfaddifferenz g durch eine andere Pfaddifferenz f
ausgeglichen werden kann, wenn man diese nur oft genug anwendet und dabei
alle Perioden beliebig erhohen kann.

Wenn die inhibitorischen Kanten so liegen, daf sich die Stellen so anordnen lassen,
daB jede Stelle zu all denjenigen Transitionen eine inhibitorische Kante hat, zu
denen eine beziiglich der Anordnung gréfiere Stelle eine inhibitorische Kante hat,
dann kann dazu ein Menge von geschachtelten Transitionen 7" konstruiert werden
fiir die Ry genau dann nicht leer ist, wenn ein w € T™* existiert mit mo[w)m..
Damit kann das Erreichbarkeitsproblem fiir (S,7T, W, I, mg, m.) mit Hilfe von
Korollar 2.1 entscheiden werden.

Theorem 2.2 [Rei94] Gilt fiir ein Petrinetz (S,T, W, I, mg, m.) die Bedingung
Jdg € N3 Vs, s' € S g(s) < g(s) = (Vt €T (s,t) € I — (s,t) € I),

so ist das Erreichbarkeitsproblem fir (S, T, W, I, mg, m.) entscheidbar.
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3 Prioritatsmulticounterautomaten

In diesem Kapitel wird beschrieben, fiir welche Art von Counterautomaten ent-
scheidbar ist, ob die von einem gegeben Counterautomaten akzeptierte Sprache
leer ist.

Bekannt ist die Entscheidbarkeit der Erreichbarkeit einer akzeptierenden Konfi-
guration, falls die Leerheit bei keinem Zahler unterschieden werden kann (man
bezeichnet diese als schwache Zihler). In diesem Fall ist sie dquivalent zum Er-
reichbarkeitsproblem in Petrinetzen bzw. in Vektoradditionssystemen ([May84],
[Kos84]).

Man kann leicht sehen, dafl das Ereichbarkeitsproblem unentscheidbar wird, wenn
man die Leerheit fiir zwei Zahler testen kann, da nun ein wiederholtes, kontrol-
liertes "Umschaufeln’ zwischen diesen beiden Zéahlern moglich wird. Mit dieser
Methode kann eine Turingmaschine simuliert und damit das Halteproblem auf
das Erreichbarkeitsproblem reduziert werden (siche [Min71]).
Multicountersprachen (Sprachen die von Multicounterautomaten erkannt wer-
den) mit keinem oder nur einem Nulltest bilden keine AFL (abstrakte Familie
von Sprachen), da sie nicht unter Sternbildung abgeschlossen sind. Mit der fol-
genden Verallgemeinerung wird jedoch eine AFL gebildet:

AuBler dem Nulltest von Zahler 1 kann auch, falls Zahler 1 Null ist, Zahler 2 auf
Leerheit getestet werden oder allgemein, falls die Zéahler 1 bis £ —1 den Wert Null
haben, kann Zahler k auf Leerheit getestet werden. Kontrolliertes "Umschaufeln’
wird dabei nur in einer Richtung moglich. Formal 148t sich dies wie folgt fassen:

Definition
Ein Prioritatsmulticounterautomat ist ein Einwegautomat beschrieben durch ein
6-Tupel

A= (k,Z,%,6, 20, F)

mit Zustandsmenge 7, Eingabealphabet X2, Ubergangsrelation
§C(Zx (DU} x{0...k}) x (Z x {—=1,0,1}%),

Anfangszustand z, akzeptierende Zustande E C 7, Konfigurationenmenge C'y =
7 x ¥* x NF_ Anfangskonfiguration o4 (z) = (20, z,0%) und Konfigurationsiiber-
gangsrelation

(zax,ny,ong) B (2o, ny 4, g+ i)

gdw. z,2" € Z,a € ¥ U{A}{(2,a,)), (¢, i1,...ix)) € §, Vi < jn; =0 (und
njr1 > 0 oder j = k)2

2 Automaten gemaf der Definition mit bzw. ohne diesen Zusatz lassen sich leicht ineinander
iiberfiihren
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Bemerkung: Die von dem Prioritatsmulticounterautomaten A erkannte Spra-
che ist L(A) = {w | 3z € Z 3Iny,...,n € N (20,w,0,...,0) P (ze, A, 0y, ooy ).
Ein Prioritatsmulticounterautomat kann so umgewandelt werden, dafl er nur
einen akzeptierenden Zustand z. besitzt und vor dem Akzeptieren alle Zahler
16scht. Dies geschieht dadurch, indem man man von jedem der bisherigen End-
zusténde einen A-Ubergang in einen neuen Zwischenzustand macht, in welchem
die Zahler in einer A-Schleife dekrementiert werden und mit einem weiteren Null-
test (mit j = k) bei einem weiteren A-Ubergang in den neuen Endzustand z,
geht. Wir konnen dann die von dem Prioritdtsmulticounterautomaten A erkann-
te Sprache als L(A) = {w | (z0,w,0,...,0) Fr (z,A,0,...,0)} betrachten.

Theorem 3.1 Fir einen Prioritdtsmulticounterautomaten ist entscheidbar, ob
die erkannte Sprache leer ist.

Beweis: Zu einem Prioritatsmulticounterautomat mit einem Zustand kann ein Pe-
trinetz (S, T, W, I, mg, m,) konstruiert werden mit den Stellen S := {1..k} U Z,
den Transitionen 7' = 9, den Gewichten W mit

W(z,((2,a,7),(2",V))) :=1 falls z = 2’ und := 0 sonst,
W(((2',a,j),(z",V)),z) :==1 falls z = 2” und := 0 sonst,

W (i, ((<,a,7),(z",V))) :== 1 falls V(i) = —1 und := 0 sonst und
W(((,a,7),(z",V)),i) :== 1 falls V(i) = 1 und := 0 sonst,

den inhibitorischen Kanten I := {(4, ((¢/,a,j), (2", V))) | i < j}, der Anfangsmar-
kierung mg := {29 — 1} und der Endmarkierung m; := {z. — 1}, in welchem ge-
nau dann m, von my erreichbar ist, wenn die von dem Prioritatsmulticounterautomaten
akzeptierte Sprache nicht leer ist. Aufgrund von Theorem 2.2 mit g(i) = ¢ fir
i <kund g(z) =k + 1 fir z € Z ist dies entscheidbar.

Beispiel: Sei £ = 5 und die Transition t = ((z,a,2),(Z,(0,1,—1,0,1))) € 4, so
sieht das betreffende Teilnetz wie folgt aus:

080 0

@/ t

Eine bestimmte Eingabe w kann in die Zusténde eines Prioritatsmulticounterautomat
kodiert werden, welcher die |w|-fache Anzahl von Zustdnden besitzt und mit A-
Ubergéingen den urspriinglichen Prioritatsmulticounterautomat auf w simuliert.
Die akzeptierte Sprache ist {A} (und nicht {}) gdw. der urspriinglichen Prio-
ritatsmulticounterautomat w akzeptiert; somit folgt:
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Korollar 3.1 Fir einen Prioritatsmulticounterautomaten A ist das Haltepro-

blem (d.h. die Frage (2, A,0,...,0) Fr (2, A,0,...,0)) entscheidbar.

3.1 Multicounter- und Prioritatsmulticountersprachen

In [Gon93| definiert D. Gonzalez die Klasse MC' der Multicountersprachen als
kleinste Familie, welche unter Schnitt und rationaler Transduktion abgeschlossen
ist und die Semi-Dyck-Sprache D} enthéalt. Die Sprachen in M C konnen gerade
von einem Multicounterautomaten, der keinen Zahler auf Leerheit testen kann,
erkannt werden (siche [Gre78] Seite 316). Wegen z.B. {a"b" | n > 0}* ¢ MC' laut
[Gre78] ist M C nicht unter Sternbildung abgeschlossen.

Definition Die Klasse PMC der Prioritdatsmulticountersprachen ist der Ab-
schlufl (von {¥*}) unter rationaler Transduktion, Sternbildung und Schnitt mit
der Semi-Dyck-Sprache D}

PMC ist eine AFL. Die Sprachen in PMC koénnen gerade von einem Prio-
ritatsmulticounterautomaten erkannt werden.

Es ist leicht zu sehen, dafl ein Counterautomat, der bei 2 Zahlern 0 testen kann,
die Sprache {(a"b)™ | n,m € N} erkennen kann, ein Prioritdtsmulticounterautomat
ist aber schwécher:

Theorem 3.2 Die Sprache {(a"b)™ | n,m € N} kann nicht von einem Prio-
ritatsmulticounterautomaten erkannt werden.

Beweis: Angenommen ein Prioritatsmulticounterautomat A mit k& Zahlern kénnte
die Sprache {(a™b)™ | n,m € N} erkennen, so kénnte ein Multicounterautomat M
mit m Zahlern und beliebigem Nulltest von einem Prioritatsmulticounterautomaten
P, der k+2m Zahler besitzt, mit der folgenden Methode simuliert werden, wobei
die ersten k Zahler den Zahlern von A entsprechen und zwei der weiteren Zéahler
jeweils einem Zahler von M entsprechen:

P rét zuerst in einer A-Schleife den maximalen Zahlerinhalt n, den ein Zéhler
von M wahrend der simulierten Rechnung haben wird. Dabei beginnt P den Au-
tomaten A auf a"b zu simulieren und gleichzeitig wird fiir jeden Zahler von M
der 'Gegenzahler’ (d.h. einer der beiden entsprechenden Zéhler) mit n gefiillt.
Nun simuliert P den Automaten M, wobei jeder Gegenzéahler immer in entge-
gengesetzter Richtung verandert wird, d.h. wird z.B. der z-te Zahler mit z < m
inkrementiert, so wird der entsprechende k+z-te Zahler ebenfalls inkrementiert
und der entsprechende 'Gegenzéhler’ (mit der Nummer k+m+z) dekrementiert.
Wenn M einen Nulltest ausfiihrt, so priift P, ob der entsprechende Gegenzahler n
hat, indem er, wahrend er diesen n-fach dekrementiert, A auf a"b weitersimuliert
und anschliefend, wihrend er den Gegenzéahler wieder n-fach inkrementiert, A
nochmals auf a™b weitersimuliert. Die Simulation von A kann nur akzeptieren,
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wenn n jedesmal richtig geraten wird. Somit ist sichergestellt daf§ vor und nach
dem Nulltest der Inhalt des Gegenzahlers n und der Zéhler selbst daher 0 ist.

P akzeptiert, wenn die Simulationen von M und A akzeptieren.

Wegen Theorem 3.1 konnte somit die von M erkannte Sprache auf Leerheit
tiberpriift werden, was ein Widerspruch ist. (]
Zu einer Vielzahl von Klassen existiert gemaf [Ber79] und [Gre78] (siche auch
Diagramm auf der iibernichsten Seite) eine Sprache, die vollstéandig beziiglich
rationaler Transduktion in dieser Klasse ist. Dabei entspricht jedes Zeichen des
Alphabetes einer Operation auf dem Speicher der Automaten, die die Sprachklas-
se erkennen konnen, so entsprechen z.B. die 6ffnenden- und schliefenden Klam-
mern der Dyck-Sprachen den zugehorigen push- und pop-Operationen der Keller-
automaten. Die Worter der Sprache entsprechen den korrekten Protokollen des
Speichers (siehe auch Kellerprotokolle in [Rei89]).

Die Sprache kann von einem Automaten erkannt werden, der diese Operationen
direkt ausfithrt. Umgekehrt kann jede andere Sprache der Klasse reduziert wer-
den mittels eines Transducers, der den dazugehorigen Automaten simuliert und
die ausgefiithrten Operationen auf das Ausgabeband schreibt. Die Simulation ent-
spricht genau dann einer Rechnung des Automaten, wenn das ausgegebene Wort
in der vollstandigen Sprache liegt. Fiir k-PMC' lautet die Sprache wie folgt:

Sei PDqg := {\}, Xk := {ay1,b1,¢1, .oy ag, by, ¢} und PDy :=

Hwe Ep\{cx})" [y, ,(w) € PDy_y A

|w|dk = |w|bk A Yuv =w |u|dk > |u|bk}ck)*

Die Sprache PDj ist vollstandig beziiglich rationaler Transduktion in der Klasse
k-PMC' der von einem Prioritatsmulticounterautomaten mit k£ Zahlern erkann-
ten Sprachen. Hierbei entspricht a; dem Inkrementieren des Zéhlers ¢, b; dem
Dekrementieren des Zahlers ¢ und ¢; dem Nulltest des Zahlers ¢ und allen Zahlern
[ <, da aus we;p € PDy, folgt dal VI < i |wl,, = |wly, gilt.

3.2 Die Inklusionsstruktur der Sprachklassen
Theorem 3.3 Furk > 0 sind die Klassen k-PMC und LIN unvergleichbar und
fir k > 1 sind die Klassen k-PMC' und C'FL unvergleichbar

Beweis: "Z’: Die Sprachen {a™b™ | n € N}* bzw. {a"b"¢" | n € N} sind in 1-PMC

bzw. 2-PMC' aber nicht linear bzw. kontextfrei.

'2’: Die Sprache {w$w® | w € {a,b}*} ist linear. Kénnte ein Prioritatsmulticounterautomart
mit k£ Zahlern die Sprache erkennen, so konnte ein solcher auch die Sprache

{a™ba™...ba™+1$a"+1b...a"2ba™ | Vi < k+1n; € N} =
{wSw? | w € {a,b}*} N{w € {a,b,$}* | |w|, = 2k}

erkennen, was nach folgendem Lemma 3.1 nicht moglich ist. ]
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Lemma 3.1 {a"ba™...ba™+*$a"+1b...a™?ba™ | Vi < k+1mn; € N} € k-PMC.

Beweis: Eine Prioritdtsmulticounterautomat A mit k& Zahlern, der die Sprache
{a™ba™...ba"+1$a™+1h...a"ba™ | Vi < k + 1 n; € N} erkennt, kann geméaf
Theorem 3.1, Theorem 2.2 und Theorem 2.1 umgewandelt werden in ein ge-
schachteltes Petrinetz (), T), das fiir alle t € T' die Bedingungen 1-6 erfiillt. Da
die Anzahl 2k der Transitionen, die dem Lesen eines b’s entsprechen, beschrankt
ist (gleiches gilt fiir $), miissen sich die Transitionen, die vor und nach einem sol-
chen Schaltvorgang schalten, in verschiedenen Unternetzen schalten. Aus diesem
Grund beschreibt jeder Schaltpfad f € Er u.a. eindeutig ein Wort der Sprache
und die Konfiguration von A bei Lesen von $, d.h. es existieren Homomorhpismen

he : N@ — NFtL und hy, : N9 — NF mit Q = U {c} U P, wobei fiir alle

(K,e,P)eT
f € Er in dem durch f beschriebenen Wort h,(f)(i) = n; fir alle i < k4 1 gilt
und der j-te Zéhler beim lesen von $ den Wert hy(f)(j) hat.
Um alle Worter der Sprache zu erreichen, mufl ein ¢t = (K, ¢, P) € T existieren,
mit den Periodenmultimengen p;...pxr1 € P, wobei

fa@pr = 1}), o fa{prea = 13)

linear unabhéangig sind. Andererseits miissen aber

Je{pr = 1}), s fel{prs = 1})

linear abhéingig sein und somit existiert ein g € Z{Pr-Pr+1} mit fi.(g) = 0 und
fa(g) # 0. Nach Lemma 2.1 folgt nun fiir f = {1}” die Existenz eines k mit

{c—=1}+Ekf{c— 1} +kf+g€E.

Diese Pfade beschreiben zwei verschiedene Worter der Sprache, bei denen A beim
Lesen von $ in der gleichen Konfiguration ist. Durch falsches Zusammensetzen der
Worthalften erhdlt man damit ein Wort, das der Prioritdtsmulticounterautomat
A falschlicherweise akzeptiert. [ ]

Da die Sprache {a™ba™...ba" +1$a"+1b...a"2ba™ | Vi < k + 1 n; € N} leicht von
einem Zahlerautomaten mit k£ + 1 blinden Zéhlern erkannt werden kann, folgt:

Korollar 3.2 Die Hierarchien k-BLIND und k-PBLIND gemdf [Gre78] und
die Hierarchie k-PMC' sind echt.

Bemerkung: Sei ¥; := {ay, by, co, ..., a1, b, ¢} und LDy :=
{we 3] |y, (w) € PDy AN Vi<l |wly, =|wls, N Yuv=w |uls, > |ulp, }

Die Sprache LDj; kann von einem Prioritdtsmulticounterautomaten, welcher
tiberhaupt nur bei den ersten k Zahlern einen Nulltest machen darf (aber weite-
re [ — k Zahler haben kann), erkannt werden. Vermutlich ergibt sich dabei mit
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dieser Einschrankung eine echte Hierarchie. Es ist aber nicht einmal bekannt,
ob ein Prioritatsmulticounterautomat Sprachen erkennen kann, die kein Multi-
counterautomat, der bei genau einem seiner Zahler Null testen kann, erkennen
kann.

Ein Uberblick iiber Sprachklassen, bei denen das Leerheitsproblem entscheid-
bar ist, deren Automaten und die dazugehorigen, unter rationaler Transduktion
vollstandigen Sprachen gibt folgendes Inklusionsdiagramm:

Prioritatsmulticounterautomat

Multicounterautomat mit

einem Nulltestzahler Kellerautomat
CFL Di*

Prioritatsschlangenautomat

Multicounterautomat
PBLIND = MC
starker Zéihlerautomat

BL]ND OCL (Dj*c

1-turn Kellerautomat
LIN {w$w®? | w e {0,1}*}

schwacher Zahlerautomat
ROCL D] *

blinder Zahlerautomalt
{w | |wla = |wlp}

1-turn Zahlerautomat
{a™"™ | n € N}

endlicher Automat

SS

Vermutung: Das Halteproblem fiir einen Prioritatsmulticounterautomaten mit
einem zusitzlichem Keller, der bei einem Nulltest leer sein muf} ist ebenfalls
entscheidbar.

Die Klasse der von solchen Automaten erkannten Sprachen enthélt alle Sprach-
klassen des Diagramms.

Eine andere Moglichkeit zur Definition von Zahlerautomaten besteht darin blinde
Zdihler (vergleiche BLIND in [Gre78|) zu verwenden, deren Inhalt auch negativ
sein kann. Bei einem solchen Zahler kann man aufler Inkrement und Dekrement
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anstelle eines Nulltest einen Natiirlichkeitstest (d.h. Zahlerinhalt > 0) als In-
struktion erlauben.

Einen Prioritatsnatirlichkeitstestautomaten kann man analog zum Prioritatsmulticounterautomaten
definieren; die einzigen Unterschiede sind dabei die neue Konfigurationenmenge

Ca = ZxE*xZF und die Konfigurationsibergangsrelation (z, az, ny, ...,ng) | (2, 2,01 + i1, ..., g + iy
welche jetzt die Bedinung z, 2’ € Z,a € 3,((2,a,j), (¢, i1, ...ix)) €6, Vi < jn; >

0 hat.

Ein solcher Automat kann einen Prioritatsmulticounterautomaten mit der dop-
pelten Anzahl von Zéhlern simulieren. Dabei wird ein Zahler durch zwei Zahler

mit umgekehrtem Vorzeichen (Inkrementieren und Dekrementieren vertauscht)
simuliert. Einer der Zahler wird bei jedem Schritt auf > 0 gepriift wird und der
Nulltest wird durch einen Natiirlichkeitstest des 'Gegenzéhlers’ simuliert.

Umgekehrt kann ein solcher Automat auch von einem Prioritatsmulticounterautomaten
mit der doppelten Anzahl von Zahlern simuliert werden. Der Inhalt eines Zéahlers

wird als Differenz zweier Zéahler dargestellt und fiir jede Veranderung des si-
mulierten Zahlers wird nichtdeterministisch entweder der positive Teil oder der
negative Teil in umgekehrter Weise verandert. Der Natiirlichkeitstest wird durch
einen Nulltest des negativen Teils simuliert.

Im Gegensatz zu Prioritatsmulticounterautomaten 1ait sich vermuten, dafl zuge-
lassen werden kann, daf8 die ersten zwei oder vielleicht auch drei (aber keinesfalls

vier) Zéhler unabhéngig von ihrer Prioritat auf Natiirlichkeit getestet werden
konnen, ohne dafi das Leerheitsproblem dadurch unentscheidbar wird. Ein sol-

cher Automat kann Sprachen erkennen (siehe spéter in Kapitel 5), die nicht in
PMC liegen.

27



4 Die Synchronisation von Halbspuren

4.1 Die Inklusion von Halbspuren

Eine grundsétzliche Fragestellung fiir eine giiltige Ablauffolge eines konkurrieren-
den Systems ist, ob eine andere Ablauffolge ebenfalls giiltig ist. Ist das System
durch partielle Kommutation beschrieben, so entspricht diese Fragestellung dem
folgenden Spuraquivalenzproblem: Gegeben seien ein symmetrisches Semikom-
mutationssystem C und zwei Worter w, w'; gilt w :2> w'?

Dafl das Spurdquivalenzproblem in TC? liegt, wurde in [AG91] gezeigt. Dort
wird fiir jedes abhéngige Paar (a,b) in Logik erster Stufe mit zusatzlichem Majo-
ritatsquantor beschrieben, ob es fiir jede Postion in w eine entsprechende Position
in w’ mit der gleichen Anzahl vorhergehender a’s und b’s gibt. Nach einem Re-
sultat von [BIS90] liegt dies folglich in T'C°.

Die Struktur S eines Wortpaares w, w’ fiir ein festes Halbabhéngigkeitsalphabet
ist

S = {1k} Euays s Swan s Sl g s ooy Sl )
mit dem Universum {1...k} und Pradikaten
Ewz, (1) = 'Das i-te Zeichen in w ist x; .

Die Struktur S eines Wortpaares w,w’ mit einem Halbabhangigkeitsalphabet
(A,SD) mit A= {aq,..., a4} ist

S ={1..k},Eu,Zw,ZsD)
mit dem Universum {1...k} mit |w]|, |w'[,|A| < k und Pradikaten

Eu(i,j) = 'Das i-te Zeichen in w ist a;’
und Zgp(7,5) = (a;,a;) € SD.

In der Logik erster Stufe konnen zusatzlich die Pradikate =, < und BIT mit
BIT(i,7) = 'Das i-te Bit in der Bindrdarstellung von j ist 17,

die logisch Junktoren A, V- und die Quantoren V und 3 fiir Variablen iiber dem
Universum verwendet werden.
Steht auch der Majoritatsquantor

Mi : ¢(i) = 'Fiir mehr als die Hélfte aller moglichen ¢’s ist ¢(i) wahr’
zur Verfiigung, so kann damit auch das Pradikat
Jj=#i:¢(i) = ’j ist die Zahl der Werte i fiir die ¢(i) gilt’

ausgedriickt werden.
Die gleiche Methode wie in [AG91] kann auch auf asymmetrische Semikommuta-
tionssysteme angewendet werden:
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Theorem 4.1 Das folgende Halbspur-Inklusionsproblem ist in TC: Gegeben sei-
en ein asymmetrisches Semikommutationssystem SC durch das Halbabhdingig-
keitsalphabet (A, SD) und zwei Waorter w,w’; gilt w % w' bzw. [w') C [w)?

Beweis: Nach folgende Projektionslemma (siche [Cle84]) gilt: Fiir ein Semikom-
mutationssystem SC' gilt

* / 2 * /
W=z w V(a,b) € A% I (w) = Iy (w').

In analoger Weise wie im Spurdquivalenzfall konnen wir fiir jedes (asymmetrisch)
abhéngige Paar (a;,a;) € SD beschreiben, ob es fiir jede Position [ in w eine
entsprechende Position m in w’ mit der gleichen Anzahl vorhergehender a;’s und
einer hochstens so grofien Anzahl vorhergehender a;’s gibt. Um sicherzustellen,
dafl w’ keine zusatzlichen Zeichen enthélt, wird zusatzlich beschrieben, daf es fiir
jede Position m in w’ eine entsprechende Position [ in w mit der gleichen Anzahl
vorhergehender a;’s gibt.

Das beschreibende Pradikat lautet

ViVj (mEsp(i,7) V Yl 3Im 3ky (ky =#U U <1 N Z,(',0) A
(k1 =#m' -m' <m A Zy(m i) A
ko Fkg (ke =#1 1 <1 N ZE,(U', 7))
(ks =#m':m' <m N Z,(m,j)) A
(k3 < ko) A
Vivm 31 3k, (ky =#U U <1 N Z,(0',7) A
(k1 =#m' :m' <m A En(m,i))

und nach [BIS90] liegt die Inklusion von Halbspuren folglich in T'C°. n

Es ist leicht zu sehen, daf§ die Inklusion von Halbspuren auch fiir ein festes SD
in TC° liegt. Bereits fiir SD = {(1,0)} liegt die Inklusion von Halbspuren jedoch
nicht in AC), da gemaf [AG91] der Majoritétsquantor in konstanter Tiefe durch

we MAJ & \/ 1707 C [w)

i< Ll
<7

darauf reduziert werden kann.

4.2 Die Synchronisierbarkeit von Halbspuren

Gegeben seien m Halbabhéngigkeitsalphabete (A;, SD;) mit 0 < ¢ < m und die
Halbspuren [uy)1, [u2)a, . . . [tm)m. Die Bedingung

VZ,] §mVa€AiﬂAj ’Ul |a:’ Uj |a

ist notwendig fiir Synchronisierbarkeit. Dies zu iiberpriifen liegt in T'C°. Doch
dies ist nicht hinreichend.
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Beispiel: Betrachte die folgenden Halbabhangigkeitsalphabete

& a b
(A,SDy) = / und (Az, SD;) = \ /
a—— d
mit dem durch Vereinigung erhaltenen .
Halbabhangigkeitsalphabet (A,SD) = ¢ ~ b
und die Halbspuren d
c—>cC b a4 ———>a
[cacba), = R / R [dbada)s = /\ /
a—=h—>a d d
b a——a a—-a b
[bdada), = N\ /" "o [daadb), = e T
d—>d d d

Da in der Synchronisation die Ordnung jedes abhangigen Paares erhalten blei-
ben muf}, kann man sie durch die Vereinigung beschreiben. Beispielsweise fiir
[cacba); || [dbada)y erhalten wir

") / =
[edacbda) = /a—> b\‘—/:a

a—= ) —» a
Andererseits erhalten wir fiir /
[cacba), || [bdada)s den Graphen d £ ~ /

C

d

und daher ist [cacba); || [bdada)s = 0. Daraus 1afit sich ersehen, dafi Halbspuren
genau dann synchronisierbar sind, wenn die Vereinigung ihrer Graphen keinen
Kreis aus harten Kanten enthéllt. (Storende weiche Kanten konnen herumgedreht
werden). Dies fiihrt zu den folgenden zwei Theoremen.

Theorem 4.2 Das folgende Problem ist NLOGSPACE-vollstandig: Gegeben sei-
en m Halbabhdngigkeitsalphabete (A;, SD;) mit 0 < ¢ < m und die Halbspuren

(1)1, [u2)2, - - [Um)m. Gilt [ur)y || [uz)e || - - [tm)m # 07

Beweis: Nach der deterministischen Uberpriifung von Vi,j < m Va € 4; N A; |
U; |o=| u; |o rét eine nichtdeterministische logarithmisch platzbeschrénkte Tu-
ringmaschine einen Kreis und tiberpriift jede Verbindung indem sie die Reihen-
folge und die Abhéngigkeit des jeweiligen Paares in jeder Halbspur tiberpriift.
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Nach [Imm88] und [Sze88| liegt das Komplement, d.h. die Nichtexistenz eines
solchen Kreises ebenfalls in NLOGSPACE. Die NLOGSPACE-Hérte folgt aus
Theorem 4.3. ]

Theorem 4.3 Das folgende Problem ist NLOGSPACE-vollstindig: Gegeben sei-
en ein Halbabhdngigkeitsalphabet (A, SD) und die Halbspuren [u), [v) mit

Va € A |uilo = |t
Gilt [u)y N [v) #0?

Beweis: Das Problem ist in NLOGSPACE wegen Theorem 4.2. Das monoto-
ne Grapherreichbarkeitsproblem fiir gerichtete Graphen ist bekanntlicherweise
NLOGSPACE-vollstandig; fiir einen gegebenen Graphen

G=({s=ayas,...a, =¢},R)

mit der Eigenschaft (a;,a;) € R = i < j soll ermittelt werden, ob ein gerich-
teter Pfad von s nach e existiert. Dies kann man auf das Synchronisierbarkeits-
problem reduzieren, indem man die Kante (e, s) zu dem Abhéangigkeitsgraphen
({s,as,as...a,_1,e}, R) hinzufiigt (SD := RU{(e, s)}) und nach der Synchronisierbar-
keit von [esasas . ..a,_1) und |agas . ..a, 1es) fragt. Es existiert ein gerichteter
Pfad von s nach e, gdw.die Halbspuren nicht synchronisierbar sind, weil ein Kreis
aus harten Kanten vorhanden ist. [ ]
Fiir die Beschreibung modularer Systeme ist es niitzlich, wenn die Synchro-
nisation von Halbspuren immer eine Halbspur ist, wenn die Halbspuren syn-
chronisierbar sind. Doch dies ist nicht immer der Fall, wie man am Beispiel
[cacba)y || [daadb)s sehen kann. Wir erhalten hierbei

und daher gilt [cacba), || [daadb)y = [cdacbad); U [cdacdba)s da entweder die
weiche Kante a -~ d oder die weiche Kante d -+~ b umgedreht werden muf.
Es ist leicht zu sehen, dafl die Synchronisation von Halbspuren eine Halbspur
ist, gdw.die Vereinigung ihrer Graphen keinen Kreis aus harten Kanten und kei-
nen Kreis mit mindestens 2 weichen Kanten, welche unabhénging voneinander
umgedreht werden konnen, besitzt. Damit kommt man zu den zwei folgenden
Theoremen.

Theorem 4.4 Das folgende Problem ist NLOGSPACE-vollstindig: Gegeben sei-
en m Halbabhdingigkeitsalphabete (A;, SD;) mit 0 < i < m und die Halbspuren
[U1>1, [U2>2, e [um>m Gllt Jw c A* mit [U,1>1 H [UQ>2 || . [um>m = [’UJ>?
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Beweis: Eine nichtdeterministische logarithmisch platzbeschrankte Turingmaschi-
ne kann zu einer weichen Kante einen Kreis aus harten Kanten finden, welcher
es verbieten wiirde, dafl diese Kante umgedreht wird. Mit Hilfe der Technik von
[Imm88] und [Sze88] kann sie somit auch fiir eine weiche Kante iiberpriifen, ob
sie umgedreht werden kann. Somit kann sie auch einen Kreis mit zwei weichen
Kanten raten und iiberpriifen, ob beide umgedreht werden konnen. Unter aber-
maliger Anwendung von [Imm88] und [Sze88] kann sie, nachdem sie zuvor die
Synchronsierbarkeit festgestellt hat, tiberpriifen, ob kein solcher Kreis existiert.

Die NLOGSPACE-Harte folgt aus Theorem 4.5. [ ]

Theorem 4.5 Das folgende Problem ist NLOGSPACE-vollstandig: Gegeben sei-
en ein Halbabhdngigkeitsalphabet (A, SD) und die Halbspuren [u), [v) mit [u) N
[v) £ 0. Gilt Jw € A* mit [u) N [v) = [w)?

Beweis: Das Problem ist in NLOGSPACE wegen Theorem 4.4. Das monoto-
ne Grapherreichbarkeitsproblem fiir gerichtete Graphen kann man auf das Pro-
blem reduzieren, indem man die zusatzlichen Knoten b und ¢ und die Kanten
(b, s),(b,c), (e,c) und (e, s) zu dem Graphen hinzufiigt und bei dem so erzeug-
ten Abhéngigkeitsgraphen ({b, ¢, s, as, as, ...a,_1, e}, SD) iiberpriift, ob die Syn-
chronisation der Halbspuren [cbs(asas . ..a,_1)"e) und [s(asas ... a,_1)"ecb) eine
Halbspur ist.

b e, .
T
(ag...an_1)

Die Synchronisation ist genau dann die Halbspur [bs(azas . .. a,—1)"ec), wenn ein
Pfad aus harten Kanten von s nach e existiert. [ ]

4.3 Die Synchronisierbarkeit in Semikommutationssyste-
men

Es ist leicht zu sehen, dafl nur ein Kreis aus harten Kanten von mindestens
zwei Halbspuren fiir die Nichtsynchronisierbarkeit von Halbspuren fiir die Vi, j <
mVa € A; NA; | u |o=| u; | gilt, verantwortlich sein kann. (Ein solcher Kreis
kann auch aus einer einzigen symmetrischen Kante bestehen.) Dieser Kreis mufl
sich nattirlich im Abhéangigkeitsgraphen widerspiegeln und sich aus Kanten aus
mindestens zwei der Abhangigkeitsgraphen zusammensetzen.

Theorem 4.6 Gegeben seien m Halbabhdngigkeitsalphabete (A;, SD;) mit 0 <
1 < m. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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Z) Yu; € AT,Um c A;,(Vl,] <m Va € AZﬂAJ | U; |a:| Uj |a) = [U,1>1 H

i) =31 < ki # 5,C = {(x1,22), ... (xp_1,2k), (T, 21)} mit C C SDACN
SD, 20 ACNSD,; 0

Auch diese Eigenschaft ist NLOGSPACE-vollstéandig.

Das néachste Theorem besagt, dal Halbabhéngigkeitsalphabete genau dann die
Eigenschaft haben, dafl es vorkommen kann, dafl die Synchronisation zweier Halb-
spuren nicht leer aber trotzdem keine Halbspur ist, wenn in der Vereinigung dieser
Halbabhéangigkeitsalphabete ein Kreis derart existiert, dafl

e die Knoten verschieden sind,

e zwei gerichtete Kanten (x,z;) und (211, ;) in Gegenrichtung zeigen,
e diese beiden Kanten nicht durch eine Sehne getrennt sind,

e keine Sehne riickwérts verlauft und

e der Kreis in jedem der Halbabhangigkeitsalphabete an einer Stelle unterbro-
chen ist oder an einer Stelle eine gerichtete Kante in Gegenrichtung besitzt,
doch im diesem Fall mufl an dieser Stelle eine Kante in einem der ande-
ren Halbabhangigkeitsalphabete existieren, in welchem der Kreis an einer
anderen Stelle unterbrochen ist oder eine Kante in Gegenrichtung besitzt.

L
o

Tk

Lj

Lj+1

Theorem 4.7 Gegeben m Halbabhingigkeitsalphabete (A;, SD;) mit 0 < i < m.
Die folgenden Aussagen sind daquivalent:

i) Yup € A3, .. um € A Tw € A* mit [ur)y || [uz)2 || - - [tm)m = [w) oder =0

i) =30 < j <k, (x1,72),..., (x)_1,7) € SDUSD™ mit
Vn #p =z, # 1N\
(z1, 1), (xj41,2;) € SD\ SD7IA
Vnpmit0<n<j<p<kn+l<p<n+k-—-1=
(2, 1,) € SDUSDT'A
Vn,pmitl <n+1<p<k= (2,2, € SDA
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Vi < mdn <k, ((mn+1,xn) g SD;N\
((xmxn—i-l) g SDz\/
A <m,#i,p <k, #n,(xpi1,2,) € SDIN
(T, Tpy1) € SD U SDZ_I)>

Das einfachste Beispiel hierfiir ist (A, SDy) = ({a,b}, {(a,b)}) und (A, SDy) =
({a,b},{(b,a)}) in diesem Fall gilt [ba); || [ab)e = {ab,ba} # [u) fiir jedes w.
Betrachten wir nur Halbspuren iiber einem Halbabhangigkeitsalphabet, so erhal-
ten wir, dafl es vorkommen kann, dafl die Synchronisation von Halbspuren keine
Halbspur aber auch nicht leer ist, gdw.ein Kreis aus verschiedenen Knoten mit
zwei gerichteten Kanten in jeder Richtung derart existiert, daf§ Sehnen nur in der
Richtung von einem Teil, von dem aus zwei dieser Kanten wegzeigen zu einem
Teil zu dem die beiden anderen hinzeigen (mit anderen Worten Sehnen, die diese
Kanten ’abkiirzen’) vorkommen .

Korollar 4.1 Gegeben ein Halbabhdngigkeitsalphabet (A, SD).
Die folgenden Aussagen sind daquivalent:

i) Yu,v € A*Jw € A* mit [u) || [v) = [w) oder =0

i) —30 < j < k,n#p# 4k, (v1,79), ... (xp_1,71) € SDUSD™ mit
Vn # p =z, # 2N\
(z1,2k), (Tj41,2;) € SD\ SD7IA
(Zpt1, Tn),s (Tpy1,p) € SD™H\ SDA
Vn,pmit0<n<j<p<kn+l<p<n+k—-1=
(2, 1,) € SDNSD™IA
Vn,pmitl<n+1<p<k=(xy,,x,) € SD

So gibt es gerade die beiden grundlegenden Beispiele fiir Halbabhangigkeitsal-
phabete (alle anderen lassen sich durch Zusammenfassen von Knoten darauf
reduzieren):

b

N Y
\C/ und \c/

Im ersten Beispiel wiirde jede eventuelle Sehne die Situation [cabd) || [bdca) =
l[abdc) U [dcab) # [u) fiir jedes u verhindern. Im zweiten Beispiel 'funktioniert’ die
Situation [dcab) || [bdca) = [abdc) U [edba) # [u) fiir jedes u unabhéngig von der
Existenz der Kante von a nach d.

Nun kommen wir zum Beweis von Theorem 4.7:

Beweis: =it = —i: Betrachte den kiirzesten Kreis dieser Art und wéhle u; =
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Tpal - TpT1Ts . .. Ty SO, daB (2,41, 2,) € SD; und (2, 2p41) € SD; V3 < m, #
iy (Tn, Tny1) € (SDUSD; )N [uy);. Somit hat die Synchronisation einen Kreis mit
den weichen Kanten (xy, 1) und (z;,z;41) und keinen Kreis aus harten Kanten.
=i = —ii: Wihle v,v/,u; (Ldngen-)minimal mit Vill4 (v) = u;, Vill4 (V') = u;
und —Jw mit Vi 114 (w) = u;, v,v" € [w). Konstruiere G als die Vereinigung aller
Graphen von [u;);. Konstruiere G’ aus G indem jedes b~ a durch a — b ersetzt
wird, falls a = 21 — 23 — ...2; = b in G. Wegen v, v’ enthilt der Graph G’
keinen Kreis aus harten Kanten. Somit mufi G’ einen Kreis mit mindestens zwei
weichen Kanten besitzen,

XT1— - _>.33'j

A :

: \

Tp<—- - <-—Tjt1
da ansonsten G’ den Graphen fiir [w) darstellen wiirde. G mufl ohnehin die harten
Kanten von G enthalten, denn es gilt Vi IT4 (w) = u; und Kreise mit einer weichen
Kante verschwinden bei der Konstruktion von G’. Der kiirzeste Kreis dieser Art
hat kein Sehne.
Mit der im folgenden beschriebenen iterativen Methode konnen wir einen Kreis
mit mindestens zwei weichen Kanten finden, dessen harte Kanten nicht neu, d.h.
aus G sind und der nur neue Sehnen (aus G’ \ G) besitzt, welche die beiden
weichen Kanten nicht trennen und in Richtung des Kreises verlaufen:
Wir ersetzen eine neue Kante im Kreis durch den Pfad originaler Kanten, durch
den diese Kante erzeugt wurde. Fiihrt dies zu einer unerlaubten Sehne, so kénnen
wir immer einen kiirzeren Kreis finden, der mindestens zwei weiche Kanten und
keine unerlaubte Sehne besitzt. Da sich in einem solchen Schritt die Anzahl der
weichen Kanten oder die Anzahl der neuen harten Kanten im Kreis vermindert,
muf diese Methode terminieren.
Aufgrund der Minimalitit der u; gibt es keine anderen Knoten in G’ aufler denen
im Kreis und kein Element von A kommt mehrfach vor. Ferner kann der Kreis
aufgrund der Minimalitét keine weiche Sehne besitzen und daher kann es in SD
keine Sehne in Gegenrichtung geben. Jede Kante im Kreis mufl von einem der
[u;);’s stammen. Doch der Kreis muB fiir jedes [u;); an irgendeiner Stelle offen
sein und dies kdnnte eine Stelle sein, an der [u;); eine harte Kante hétte beitragen
konnen. In diesem Fall mufl die Kante von einem anderen [u;); geliefert werden.
Dieses [u;); mufl jedoch an einer anderen Selle offen sein. Genau dies driickt die
Formel in =2 aus. |

Theorem 4.8 Es ist co-NP-vollstandig zu entscheiden, ob fir Semikommuta-
tionssysteme bzw. fir ein Semikommutationssystem die Aussagen von Theorem

4.7 bzw. Korollar 4.1 erfullt sind.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dafl das Problem in co-NP liegt. Zum Beweis der
Hérte kann fast die gleiche Graphkonstruktion wie in [DOR94] fiir ein Halbab-
héngigkeitsalphabet (A, SD) verwendet werden. Der einzige Unterschied ist, daf
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anstelle der zwei dort verwendeten gerichteten Kanten jeweils ein zusatzlicher
Knoten und zwei zu diesem gerichtete Kanten einzusetzten sind.

Gegeben sei ein Ausdruck e = ¢; A ... A ¢, in konjunktiver 3-Normalform tiiber
den Variablen z, ..., z,,,. Wir konstruieren nun daraus einen Graphen fiir (A4, SD),
der genau 4 gerichtete Kanten besitzt. Das Halbabhéngigkeitsalphabet (A, SD)
besitzt in diesem Fall die Eigenschaft (ii) in Korollar 4.1 genau dann nicht, wenn
ein Kreis ohne Sehnen aus verschiedenen Knoten mit zwei gerichteten Kanten in
jeder Richtung im Graphen existiert. Durch die Konstruktion wird dies genau
dann der Fall sein, wenn der Ausdruch e erfiillbar ist.

Zunéachst konstruieren wir einen Graphen G(z) mit x = (1, ..., x,,) wie im fol-
gendem Bild:

T x( T Ty \35_2 ________ Tm
/N ><\ ...... o
LN AN,
N y

Jede Belegung der Variablen x4, ..., z,, entspricht eindeutig einem Pfad ohne Seh-
nen von [; nach rq, der durch die Knoten verlauft, welche mit einer Variablen
benannt sind, die mit 'wahr’ belegt ist.

Zu jeder Klausel ¢ = (x V y V z) konstruieren wir den Graphen

und zu dem Ausdruck e = ¢; A --- A ¢, den Graphen
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G(e) = N

als disjunkte Vereinigung G(c;) U - -+ U G(¢,), wobei zusatzlich fiir alle 1 <7 < n
das rechte Ende von G(c¢;) mit dem linken Ende von G(c¢;41) verbunden wird.
Das linke Ende von G(e) nennen wir [ und das rechte r. Existiert eine erfiillende
Belegung der Variablen x4, ..., z,,, so ist in jeder Klausel eine Variable 'wahr’ und
somit existiert auch ein Pfad ohne Sehnen von [; nach r;, der nur durch Knoten
verlauft, welche mit keiner Variablen benannt sind, die nicht mit 'wahr’ belegt
ist.

Den gesamten Graphen fiir e, welcher die Form

G(z) T

<

G(e) r

Ny

hat, erhalten wir durch die disjunkte Vereinigung G(z) U G(e) und durch Hin-
zufiigen einer symmetrischen Kante zwischen r; und r und gerichteten Kanten
von [ und !; zu einem zusatzlichen Punkt. Weiterhin werden fur alle 1 <7 < m
alle mit x; benannten Knoten mit allen mit Z; benannten Knoten verbunden.
Existiert eine erfiillende Belegung der Variablen x4, ..., z,,, so setzen sich die bei-
den entsprechenden Pfade in G(x) und G(e) mit den drei hinzugefiigten Kanten
zu einem Kreis ohne Sehnen mit zwei gerichteten Kanten in jeder Richtung zu-
sammen.

Umgekehrt ergibt sich aus der Existenz eines solchen Kreises eine erfiillende Bele-
gung von e wie folgt: Ein solcher Kreis muf§ durch die beiden gerichteten Kanten
in G(z) verlaufen. Setzt sich der Kreis auf einer Seite 0.B.d.A {iber den mit z;
benannten Knoten fort, so mufl er dies auch auf der anderen Seite tun, da er
sonst eine Sehne von 7 nach 77 hatte. Damit ist ausgeschlossen, dafl der Kreis
durch einen mit Z7 benannten Knoten verlaufen kann und das bisher beschriebene
Kreisstiick mufl auf beiden Seiten entweder durch x5 nach 73 fortgestzt werden.
Hier wiederholt sich die Argumentation und allgemein gilt fiir alle 1 < 7 < m, dafl
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der Kreis entweder nicht durch mit z; oder nicht durch mit Z; benannte Knoten
verlaufen kann. Da das Kreisstiick durch G(e) fiir alle Klauseln durch einen mit
einer darin vorkommenden Variablen benannten Knoten gehen muf, erfillt die
entsprechende Belegung alle Klauseln von e. [ ]
Beispiel: Sei e = ((z Vy) A (ZVT), so ergibt sich der folgende Graph:

4 A

z Yy Yy z

AN

Vb—<\>

Analog zu einem anderen Resultat in [DOR94]| ist es ¥2-vollstéindigzu entschei-
den, ob die Richtung von asymmetrischen Kanten so verandert werden kann, dafl
die Synchronisation zweier Halbspuren immer eine Halbspur ist, wenn sie nicht
leer ist:

Theorem 4.9 Das folgende Problem ist X1 -vollstindig: Gegeben zwei Abhdingigkeitsalphabete
(A, D) und (A, D") mit D' C D.

Gibt es ein SC mit D = {(a,b) € Ax A | ab = ba ¢ SC N SC™'} und

D' = {(a,b) € Ax A| ab = ba ¢ SCUSC'} und Vu,v € A*Jw € A* mit

[u) || [v) = [w) oder =07

Beweis: Durch Raten von SC' und eine Frage an ein co-NP-Orakel entsprechend
dem letzten Theorem kann das Problem in I’ entschieden werden.

Da, wie aus dem Beweis von Theorem 4.7 zu sehen ist, die Richtung der meisten
Kanten in einem sehr groflen Kreis die Bedingung nicht beeinflusst, kann in diesem
Fall nicht die gleiche Graphkonstruktion wie in [DOR94] zum Beweis der Hérte
verwendet werden. Daher verwenden wir nun eine andere Konstruktion, welche
Gebrauch von der Richtung erlaubter Sehnen im Kreis macht.

Nach [Sto77], [Wra77]) ist die Allgemeingiiltigkeit beschriankt quantifizierter Boo-
lescher Formeln in konjunktiver 3-Normalform vollstindig fiir die Klasse I} =
Co — XF. Wir werden nun diese auf das Problem reduzieren.
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Gegeben sei die Formel f =V, ..., op3zp4q,..., 2, € =
Vay, . oo Tp ks, - T Ao A ).

Zunéchst konstruieren wir einen Graphen G(x) mit x = (z1, ..., 2,,) wie im fol-
gendem Bild:

=
8
8
no

1

1

1

1

1

1

1

1
8
3

Die mit Pfeilen dargestellten Kanten sind die zu richtenden Kanten in D \ D’.
Das "Herzstiick” von G(x) besteht aus zwei Knoten, welche auf 3 Wegen mit Zwi-
schenknoten iiber jeweils zwei zu richtende Kanten verbunden sind. Sind in zwei
der Verbindungen alle Kanten gleichgerichtet oder sind in zwei der Verbindungen
je zwei verschieden gerichtete Kanten, so wird durch diese bereits ein Kreis ohne
Sehnen mit zwei gerichteten Kanten in jeder Richtung gebildet. Interessant ist
daher nur der Fall, dafl wie im obigem Bild eine der Verbindungen Kanten in ver-
schiedener Richtung besitzt, eine der Verbindungen Kanten in der einen Richtung
besitzt und eine der Verbindungen Kanten in der anderen Richtung besitzt. Die
Aufgabe des Restes von G(z) ist es wie im vorangehenden Beweis unbeabsichtigte
Kreise zu verhindern und damit eine eindeutige Entsprechung von Kreisen und
Belegungen herzustellen.

Ein Graph mit G(x) und einer dazu identischen Kopie G(x) 18t genau dann
die Konstruktion des Semikommutationssystems SC' mit der gewiinschten Eigen-
schaft nicht zu, wenn zu jeder Ausrichtung der Kanten in D\ D’ ein Kreis wie
im folgendem Bild existiert, bei dem alle Sehnen in gleicher Weise gerichtet sind.

G(ZE) | 4 G<x)/
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Fiir die andere Richtung einer Kante mufl der Kreis einen anderen Weg nehmen,
wie z.B. folgendes Bild zeigt:

\ A A A >< >< A
Y

Um die Richtung der Kante mit der Variablenbelegung zu koppeln konstruieren
wir fiir alle 1 < ¢ < k folgenden Graphen G(x;) durch welchen 2 Kreisstiicke
verlaufen:

G(z) >— ] G(z)

Die Indizes werden dabei molulo m betrachtet. Wie zuvor gilt fiir alle 1 < 57 < m,
da der Kreis entweder nicht durch mit z; oder nicht durch mit Z; benannte
Knoten verlaufen kann. Die Richtung der Sehne 9; hangt davon ab, ob der Kreis
durch z; oder durch 7; verlauft. Den gesamten Graphen fiir f, welcher die Form

DGR
(o> -

mit G(e) wie im vorherigen Beweis hat, erhalten wir durch disjunkte Vereinigung

G(z) UG(z) UG(e) UG(z1) U ... UG(xyp)

der Graphen, durch Hinzufiigen einer weiteren zu richtenden Kante 9,1 mit zwei
zusétzlchen Knoten und von symmetrischen Verbindungskanten vom Endpunkt
von 041 nach r; und nach [/, vom Anfangspunkt von 5,1 nach r;, und nach r/
fiir alle 1 <4 < k von r; nach l;;; und von 7} nach l; ,, von r,, nach [, von 7’
nach [} und von [,,, nach I’. Weiterhin werden wie im vorherigen Beweis fiir alle
1 < ¢ < m alle mit ; benannten Knoten mit allen mit Z; benannten Knoten
verbunden und dadurch unbeabsichtigte Kreise verhindert.
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Fiir jede Orientierung der gerichteten Kanten wird fiir alle 1 <1 < k die Variable
x; als 'wahr’, wenn 9; und &y, die gleiche Richtung haben und ansonsten als
'falsch” belegt. Ist die Formel f wahr, so kann fiir jede Orientierung der gerich-
teten Kanten die dadurch bestimmte Belegung der Varaiablen x4, ..., ), zu einer
erfilllenden Belegung von e erweitert werden und somit existiert der Kreis, bei
dem alle Sehnen in gleicher Weise gerichtet sind.

Umgekehrt folgt daraus, dal bei allen Orientierungen der zu richtenden Kanten
ein Kreis existiert, bei dem alle Sehnen in gleicher Weise gerichtet sind, daf jede
Belegung der Varaiablen z1, ..., x; zu einer dem Kreis entsprechenden erfiillenden
Belegung von e erweitert werden kann und damit f wahr ist. [ ]

Bemerkung: Gegeben 2m Abhéngigkeitsalphabete (A;, D;) und (A;, D)) mit
D C D; fir alle 0 < ¢ < m. Es ist leicht zu sehen, da3 genau dann Semikommu-
tationssysteme SC; mit

D; = {(a,b) € A; x A; | ab=ba ¢ SC; N SC; '} und
D! ={(a,b) € A; x A; | ab=ba ¢ SC; USC; '}

fir 0 <7 <mund Vu; € A7, ... u,, € A7,
(Vi,j <mVa € AN Ay [ ui [o=| uj fo) = [w)r | uz)e | - [tm)m # 0
existieren, wenn gilt:

-3l < k,i # 5,C = {(x1,22), ... (xg—1, %), (Tk, x1)} mit
CgUlDZU{(LCk,LCl)}/\<$k,l'1) EUlDl/\CﬂDi#@/\CﬂDj%@.

Dies bedeutet, daf3 die Richtung von asymmetrischen Kanten so verandert werden
kann, dal Halbspuren, deren Buchstabenzahlen auf der Schnittmenge iibereinstimmen,
immer synchronisierbar sind, d.h. die Richtung von asymmetrischen Kanten so
verandert werden kann, dafl kein gerichteter Kreis, der sich aus Kanten aus minde-
stens zwei der Abhangigkeitsgraphen zusammensetzt, existiert, gdw. kein solcher
Kreis existiert, in dem hochstens eine der Kanten asymmetrisch ist.

Die Eigenschaft liegt somit in NLOGSPACE.
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4.4 Das lokale Uberpriifen der Synchronisierbarkeit von
Halbspuren

In [DV89] wird eine leicht zu iiberpriifende (7'C°), notwendige Bedingung fiir
die Synchronisierbarkeit von Spuren beschrieben und es wird ein Kriterium an-
gegeben, mit dessen Hilfe fiir Abhéngigkeitsalphabete entschieden werden kann,
ob diese Bedingung auch hinreichend ist. Dieses Kriterium nennt man die local
checking property. Sie ist co-NP-vollstindig[DOR94]. Das gleiche machen wir
nun fiir Halbspuren. Falls die zwei Halbspuren [u;)1, [us)s synchronisierbar sind,
so gilt Hﬁin A, (U1) % Hﬁfm A, (u2) fiir das Semikommutationssystem SC’ mit

SD' = SD;NSD;'. GeméB Theorem 4.1 liegt das Uberpriifen dieser Bedingung
in TC°.

Lemma 4.1 Die Bedingung ist hinreichend, falls die Komposition der Semikom-
mutationssysteme SCy und SCy ' ein Semikommutationssystem ist, dies bedeutet
fsc, © fSC;1 = fscr fiir ein Semikommutationssystem SC".

Beweis: Wenn die Komposition der Semikommutationssysteme SC; und SC5*
ein Semikommutationssystem ist, so ist deren Komposition SC' bestimmt durch

SD'=SD; NSD;*. Sei A1U{ay,...a,} = AsU{by,...b,}. Falls T4 4 (us) S:;?

A . U * |u1lp u
142 4, (u2) so gilt auch u1a|1 & ... alvzlen e ugby ! bt da

(Ay x {ay,...a,})NSD;y =0 und (Ay X {by,...b,}) N SDy = 0, und damit die
jeweils nicht vorkommenden Buchstaben unabhangig sind, also gilt auch

uzla * ulo
ula‘l ? Laltlen Zsog bt plutlem
SC1 5ot
und folglich ist s eine Synchronisation von [u;); und [ug)s. n

Theorem 4.10 Die local checking property fiir Synchronisierbarkeit von zwei
Halbspuren ist co-NP-vollstandig.

Beweis: Ein Kriterium dafiir, ob die Komposition zweier Semikommutationssy-
steme ein Semikommutationssystem ist, findet sich in [RW91]. Es ist leicht zu
sehen, dafl dieses Kriterium in co-NP ist und da das Kriterim fiir Konfluenz,
von welchem in [DOR94] gezeigt wurde, dafl es ebenfalls co-NP-vollsténdig ist,
ein Spezialfall davon ist, ist dieses ebenfalls co-NP-vollstandig. [ ]
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5 Die Synchronisation und die Maximalitat von
Halbspursprachen

Es ist leicht zu sehen, daf§ fiir regulare Stringsprachen R, Ry die Synchronisation
ebenfalls eine reguldre Sprache (mittels eines Produktautomaten) ist und die
Synchronisierbarkeit daher leicht (NLOGSPACE) zu entscheiden ist. Andererseits
ist bei reguldren Halbspursprachen die Synchronisierbarkeitfrage d.h. fsc(Ry) ||
fsc(Ry) # 0 oder die Frage fsc(R1) || Ry # 0 im allgemeinen unentscheidbar.
In diesem Kapitel soll nun untersucht werden, welche Eigenschaft SD (bzw. SC')
haben muf}, damit diese Frage entscheidbar wird.

Desweiteren ist die Frage nach der Maximalitét einer regularen Sprache beziiglich
eines Semikommutationssystems von Interesse. Die Menge der maximalen Worter
einer Sprache L ist

maxSC(L)::{u€L|Vv€LvS:C>u—>uS:C>'U}.

Es ist leicht zu sehen, da8 die Frage, ob L mazimal ist, d.h. ob mazgsc(L) = L
dquivalent ist zur Frage fsc(L') N L = () mit

I'={w|wuelu = v = w}
SCNSC-1 ~ SC\SC1

Die Leerheit und die Unendlichkeit von Halbspursprachen sind bereits an der
zugrundeliegenden reguldren Sprache mit geringer Komplexitdt (NLOGSPACE)
zu entscheiden. Auch das Wortproblem ist sowohl fiir ein festes Semikommutati-
onssystem (NLOGSPACE) als auch uniform (laut [BMS82] NP-vollsténdig) ent-
scheidbar. Universalitit, Aquivalenz, Inklusion, Erkennbarkeit und Disjunktheit
sind jedoch wie in [Iba78] und [AH89] gezeigt bereits fiir symmetrische Kommu-
tationssysteme im allgemeinen unentscheidbar. Die Maximalitat hingegen ist eine
triviale Eigenschaft fiir symmetrische Kommutationssysteme.

Ist SC konfluent (siche néchstes Kapitel), so ist gemafi [RW91] die Komposition
von SC und SC~! ein Semikommutationssystem und damit die Frage fsc(R1) ||
fsc(Rs) # () aquivalent zu der Frage fscusc-1(R1) || Rz # 0. Somit geniigt es in
diesem Fall die Synchronisierbarkeit einer Halbspursprache mit einer reguldren
Sprache zu betrachen.

5.1 Zahlerhalbabhangigkeiten

In [CGI0] wird gezeigt, dafl sich Semikommutationssysteme mit Hilfe der Dekom-
position in atomare Semikommutationssysteme zerlegen lassen. Atomare Semi-
kommutationssysteme haben die Form SD = A; x Ay. Ist |A;| = 1 oder |Ay| = 1,
so ist SD eine atomare Zahlersemikommutation, d.h. das Element in A; bzw. A,
kann mit Hilfe eines Zéhlers an eine andere Stelle bewegt werden.
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Definition Entsprechend der Definition von Zahlersemikommutationen, welche
in [Gon93] definiert wurden, ist SD eine Zahlerhalbabhdingigkeit (CSD), falls wenn
(a,b) € SD und (c¢,d) € SD, so auch (a,d) € SD und (¢,b) € SD.

Theorem 5.1 [Gon93] fsc(MC) C MC < SD ist eine CSD.

D.h. die Multicountersprachen sind abgeschlossen unter der Hiillenbildung mit ei-
ner Zahlersemikommutation. Wegen der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems
fiir Multicountersprachen folgt:

Korollar 5.1 [Gon93] Ist SD ist eine CSD, so sind fiir reguldre Stringsprachen
Ry, Ry die Fragen fsc(R1) N Ry = 07 und maxsc(Ry) = Ry entscheidbar.

Da die Komposition zweier CSD SD; und SD; ! ebenfalls eine CSD ist, gilt:

Korollar 5.2 [Gon93] Sind SDy und SDy CSD’s, so ist fiir requldre Stringspra-
chen Ry, Ry die Frage fsc,(R1) N fsp,(R2) = 07 entscheidbar.

5.2 Prioritatszahlerhalbabhangigkeiten

Da wir nun mit dem Prioritatsmulticounterautomaten ein starkeres Instrument
zur Verfiigung haben, definieren wir im folgenden die Prioritatszahlerhalbabhdng-

igkeiten (PCSD):

Definition FEin Relation SD ist eine PCSD, wenn sie die Eigenschaft hat, dafl

die Relationen {(w,w') | w = w'} und {(w,w') | w = w" = w" = w'}
sc SC T so\sC-1 sc

in PMC liegen, d.h. die Relationen konnen von einem Prioritatsmulticounterautomaten
mit 2 Eingabebandern erkannt werden.

Durch Raten eines Wortes w in der regularen Sprache R, gleichzeitige Simu-
lation des endlichen Automaten fiir R auf w und gleichzeitige Simulation des
Prioritdtsmulticounterautomaten fiir {(w,w’) | w S:*C> w'} folgt:

Theorem 5.2 Jede PCSD SD hat die Eigenschaft, daf$ fsc(R) und {w | Ju €

Ru== w" = w' == w} fiir jede regulire Stringsprache R in PMC liegen.
SC sc\sc-1  sC

Korollar 5.3 Fiir jede PCSD SD st fiir requlare Stringsprachen Ry, Ry die Fra-
ge fsc(R1) N Ry = 07 entscheidbar.

Beweis: Wegen fsc(Ry) € PMC und der Abgeschlossenheit unter Schnitt mit

regulédren Sprachen existiert ein Prioritdtsmulticounterautomat, der fso(Rq)N Ry
erkennt und dessen Leerheitsproblem wegen Theorem 3.1 entscheidbar ist. =
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Korollar 5.4 Fir jede PCSD SD ist fur eine requlare Stringsprache L die Frage
maxsc(L) = L entscheidbar.

Beweis: Durch Raten eines Wortes w in der regularen Sprache L, gleichzeitige Si-
mulation des endlichen Automaten fiir L auf w und gleichzeitige Simulation des

Prioritatsmulticounterautomaten fiir {(w,w’) | w = v’ = w" = W'}
sc SC\SC-1 sC

aus Theorem 5.2 folgt fsc(L') € PMC fir ' :={w | Ju € Lu = v =
SCASC-1  SC\SC-1

w}. Wegen der Abgeschlossenheit unter Schnitt mit reguléren Sprachen existiert
ein Prioritdtsmulticounterautomat, der fsc(L') N L erkennt. Dessen Leerheits-
problem ist aquivalent zu der Frage maxgsc(L) = L und ist wegen Theorem 3.1
entscheidbar. |

Bemerkung: Beim Beweis jeder der folgenden hinreichenden Bedingungen fiir
PCSD’s kénnen wir uns 0.B.d.A auf das Erkennen der Relation {(w,w’) | w s:*c>

w'} beschrénken.

Beweis: Es existiert, wie flir jede der folgenden hinreichenden Bedingungen fiir
PCSD’s gezeigt wird, ein Prioritdtsmulticounterautomat fiir die Sprache {(w, w') |
w S:*C> w'}, der fiir jedes Zeichen a zu jeder Zeit die Differenz der bisher gelesenen

Vorkommen von a in w und w’ durch Zahlerinhalte reprasentiert.

Um {(w,w') | w = w" w” == w'} zu erkennen, wird die Anzahl der
sC SC\SC—1 sC

Zustande dieses Prioritatsmulticounterautomat verdoppelt. Nur wenn eine asym-
metrische Vertauschung stattfindet, kann von der ersten Halfte der Zustande in
die zweite Halfte iibergegangen und nur dort spater akzeptiert werden. Das Auf-
treten einer asymmetrischen Vertauschung kann, wie bei der weiteren Konstruk-
tion ersichtlich, durch das Uberpriifen eines Zahlers auf # 0 festgestellt werden.

]

Korollar 5.5 Jede CSD ist eine PCSD.

Beispiel: Betrachten wir das folgende Halbabhangigkeitsalphabet SD:

a———5b
c d
Es ist die Komposition der beiden atomaren Zahlerhalbabhangigkeiten
a——) a——-—->»7
und
c—( c——(
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und die Relation {(w,w’) | w S:*C> w'} kann von folgendem Prioritdtsmulticounterautomaten

erkannt werden:

Y Y

(a,a,0,0,0)

<7b?0707 )

i C OO
¢,0,—1,0) (A, A, 2,0,0)

(A,
( ,A,0,0,1)
A 1)

( ,d, O, 0,—

Die erste Stelle der die Ubergiinge beschreibenden Tupel bezeichnet das gele-
sene Zeichen des ersten Eingabebandes, die zweite Stelle der Tupel bezeich-
net das gelesene Zeichen des zweiten Eingabebandes, die dritte Stelle gibt die
Zahl der auf Null getesteten Zahler an und alle weiteren Stellen bezeichnen die
Veranderung der Zahlerinhalte. Der angegebene Automat zéhlt die nach vorne
bewegten ¢’s bzw. d’s in Zahler 1 bzw. 2; a’s und b’s konnen nur simultan auf
beiden Béndern gelesen werden. Der Automat kann nur akzeptieren, wenn beide
Zahler durch den Nulltest kommen (2 in dritter Stelle). Der Automat akzeptiert
z.B. (cdabde, abdced), nicht aber (ac, ca).

Um {(w,w') | w = w" = w" == w'} zu erkennen muf withrend einem
sc SC\SC—1 sc

simultanen Lesen von a oder b auf beiden Eingabebandern sichergestellt sein, dafl
einer der beiden Zahler nicht Null enthalt, dies geschieht durch dekrementieren
und anschlieBendes Inkrementieren in folgendem Automaten:

(A, A, 0,0,1)

Lo C@ ©
(A,c ,0 (A, ), 2,0,0)

Der Automat akzeptiert z.B. (acdcb, adcbe), nicht aber (acdcb, adcceb).

Theorem 5.3 Ist SD eine PCSD tiber dem Alphabet A, so auch tiber A’ O A.
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Beweis: Jeder zusétzliche Buchstabe in A"\ A kann mit allen anderen Buchstaben
kommutieren. Zu diesem Zweck werden jeweils 2 zusatzliche Zahler verwendet,
mit deren Hilfe die Differenz der Anzahl der Vorkommen dieser Buchstaben in
den bisher gelesenen Prifixen von w und w’ gemerkt wird. Diese Zahler miissen
nie zwischendurch auf 0 getestet werden. ]
Beispiel: Betrachten wir das folgende Halbabhangigkeitsalphabet SD:

a———) e

c d f

Die Relation {(w,w") | w s:*c> w'} kann nun von folgendem Prioritdtsmulticounterautomaten

erkannt werden:

(A, €,0,0,0,1,0,0,0)  (a,a,0,0,0,0,0,0,0)

(e,1,0,0,0,0,1,0,0)  (b,,0,0,0,0,0,0,0)

(A, A,0,0,0,—1,—1,0,0) (c,A,o,1oooo )C‘

(A, £,0,0,0,0,0,1,0) (X, ¢,0, 0,0, /\)\6000000)
(f,1,0,0,0,0,0,0,1) (,AOO,l,OOOO)

(A, A,0,0,0,0,0,—1,—1) (X, d,0,0,—1,0,0,0,0)

Theorem 5.4 Seien SD; und SDy PCSD’s iiber den disjunkten Alphabeten A;
und As, so ist auch SD = SD1 U SDy U A X Ay U Ay x Ay tiber A = A1 U Ay
eine PCSD.

Beweis: Ein Prioritatsmulticounterautomat simuliert auf A; den Prioritdtsmulticounterautomaten
fiir SD; und auf A, den Priorititsmulticounterautomaten fiir SDs. Beim Ubergang
zwischen diesen Simulationen werden alle Zahler auf 0 getestet. [
Beispiel: Betrachten wir das folgende Halbabhangigkeitsalphabet SD:
a——b

c——d
Der Prioritdtsmulticounterautomat, der die Relation {(w,w’) | w S:*C> w'} er-

kennt, setzt sich aus dem Automaten fir SDy = {(a,c)}, der die Zusténde z,
und z. besitzt, und dem Automaten fiir SD; = {(b,d)}, der die Zustdnde z; und
Z. besitzt, zusammen:

(a,a,0,0) (A, 1,0) (A2, 1,0) (6,0,0,0)
(gcjoo_l{) C ) )\,1,0)==()\ M 1,0) @3 (g\(,i’ci),\’o;i)




Die Sprache L = c*a(d*bc*a)* wird vom endlichen Automaten

CO=—=0D

erkannt. Die Sprache fso(L) = c*ac*(d*bd*c*ac*)* wird von folgendem Prio-
ritatsmulticounterautomaten geméfl Theorem 5.2 erkannt, welcher beide Auto-
maten auf dem gleichen geratenen Eingabewort w simuliert, wodurch das zweite
Eingabeband des simulierten Prioritatsmulticounterautomaten zum einzigen Ein-
gabeband wird und die erste Komponente der Ubergangstripel wegfallt.

0 COme O @) w
(e, 0, = (M 1,0) (01,0
(a,0,0) (b,0,0)

)\, 1,0) )\, 1,0) )\ O 1
(¢,0
)\ 1,0) /\ 1,0)
Mit den soweit charakerisierten PCSD und Theorem 5.14 erhalten wir bereits
einen alternativen Beweis fiir folgendes Resultat in [AH89]:

Theorem 5.5 [AHS89] Fiir ein symmetrisches Kommutationssystem C' ist die
Frage fo(R1) N fo(Re) = 02 fiir requldre Sprachen R; genau dann entscheidbar,
wenn D diagonal ist, d.h. sind (a,b), (b,c) und (c,d) in D, so sind auch (a,c)
oder (b,d) in D.

Beweis: Nach [Wol65] ist ein Graph genau dann diagonal, wenn er ein transitiver
Wald ist, d.h. er entsteht aus einem Wald durch (transitives) Hinzufiigen von
Kanten von allen Knoten zu allen ihren Vorgangerknoten. Ein solcher transitiver
Wald ist entweder nicht zusammenhéngend (d.h. er enthélt mehrere transitive
Béume) oder er besteht nur aus einem einzigen transitiven Baum, dessen Wur-
zelknoten mit allen anderen Knoten (welche ebenfalls einen transitiven Wald
bilden) verbunden ist. Ist also D diagonal und somit ein transitiver Wald, so
ist entweder D nicht zusammenhéngend oder D enthilt einen isolierten Knoten.
Daraus laBt sich erkennen, dafl D entweder wegen Theorem 5.4 (falls D nicht
zusammenhéngend ist) oder wegen Theorem 5.3 (falls D einen isolierten Knoten
enthélt) eine PCSD ist.

Ist D nicht diagonal, so besitzt D einen induzierten Teilgraphen der Form e —
e — o — e oder der Form ¢ — e e — e. Aufgrund der Unentscheidbarkeitsbe-
dingung 1 in Theorem 5.14 ist die Frage fc(R;) N Ry = ()7 und somit die Frage
fo(R1)N fe(Ry) = 07 fur regulére Sprachen R; in diesem Fall unentscheidbar. m
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Bemerkung: Nach [Wol65] gilt also fiir jeden nichtleeren, symmetrischen Gra-
phen D:

1. D ist nicht zusammenhingend oder

2. D enthalt einen induzierten Teilgraphen der Form ¢ — e — e — e oder
3. D enthélt einen induzierten Teilgraphen der Form ¢ — e e — e oder
4. D enthalt einen isolierten Knoten.

In [Sei74] und unabhéngig davon in [Teo93] wird gezeigt, daff die Graphen, die
keinen induzierten Teilgraphen der Form e — e e — e besitzen, gerade die
Cographen sind, d.h. die Graphen, die nur aus einem Einzelknotnen bestehen
oder durch Komplementbildung und disjunkte Vereinigung anderer Cographen
gebildet werden konnen. Somit gilt fiir jeden nichtleeren, symmetrischen Graphen
D:

1. D ist nicht zusammenhingend oder

2. D enthélt einen induzierten Teilgraphen der Form ¢ — e — e — e oder
3. D ist nicht zusammenhangend oder

4. D besteht aus einem einzigen Knoten.

Es ist leicht zu sehen, dal die beiden Resultate direkt auseinander folgen:
Enthalt D einen induzierten Teilgraphen der Form e — e e — e 50 ist D entweder
nicht zusammenhangend oder mit der kiirzesten Verbindung wird ein induzierter
Teilgraph der Form e — e — e — e gebildet. Enthéalt D einen isolierten Knoten,
so ist D nicht zusammenhéngend oder besteht aus einem einzigen Knoten. Ist D
nicht zusammenhangend, so enthalt D einen isolierten Knoten oder die Zusam-
menhangskomponenten (mindestes zwei) sind groBer und somit enthélt D einen
induzierten Teilgraphen der Form ¢ — e e — e.

Wir wollen nun noch weitere PCSD’s finden. Leider sind die PCSD’s nicht unter

der gleichen Komposition wie allgemeine Semikommutationssysteme abgeschlos-

sen, wie folgendes Beispiel zeigt: Die Komposition der beiden PCSD’s
a——D a——p) a4 ———

und ist

c ——( c——( c———(

und nach Theorem 5.9 keine PCSD. Aus diesem Grund definieren wir nun eine
Verscharfung der Kompositionsbedingung in [RW91]:
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Definition SD = SD; N SD, ist die starke Komposition von SD; und SD,
tiber dem Alphabet A, wenn Yw,w mit w' € fso(w) Jw;..w, = w,wi..w), =

n
w Vi <nw € fso,(w;) Vw, € fso,(w;).

w = wq Wa w3 W,

4 7 7 4
w = w] Wo Ws wy,

Theorem 5.6 SD = SD; N SD, ist die starke Komposition von SD; und SDs
iber dem Alphabet A, gdw —3xy, 2!, ..xn, 2, € A ((21,2]) € SD1\SDyV(x9, 7)) €
SDi\SDy)A((xn, ) € SDo\SD1V (xp, 2l 1) & SDy\ SD1)AVi < n ((x;,x}) &
SD A (xi41,2)) & SD).

Beweis: Miissen zwei Paare (z1,x]) bzw.(z9,2}) und (x,,z)) bzw.(x,,z) ;) in
verschieden Semikommutationssysteme abgeleitet werden, so ist das dann und
nur dann moglich, wenn keine Verschrankung der folgenden Art vorliegt:

w= [T1 Ty} T35 Ty 17, 2]

7

w= [ 2]TiabTy T3 - X T

Korollar 5.6 SD = SD; N SD, ist die starke Komposition von SD; und SDs
iber dem Alphabet A, wenn Va,b,c € A (a,b) € SDyV ((a,¢) € SDy A (¢,b) €
SD,).

Theorem 5.7 Seien SD; und SDy PCSD’s tiber dem Alphabet A, so ist auch die
starke Komposition von SD;y und SDs iber dem Alphabet A (falls diese existiert)
eine PCSD.

Beweis: Ein Prioritatsmulticounterautomat simuliert nichtdeterministisch entwe-
der den Prioritéijgsmulticounterautomaten fiir SD; oder den Prioritatsmulticounterautomaten
fiir SDy. Beim Ubergang zwischen den Simulationen werden alle Zahler auf 0 ge-

testet. ]
Beispiel: Betrachten wir das folgende Halbabhangigkeitsalphabet SD:
a——b
c d

Es ist die starke Komposition der beiden PCSD’s
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a
SD1 = und J = SD()
Cc

c——(

d
Der Prioritdtsmulticounterautomat, der die Relation {(w,w’) | w S:*C> w'} er-
kennt, setzt sich wieder aus den Automaten fiir SD; und SD, zusammen:
(b,b,1,0) 1
(d d,0,0) (¢,c,0,
(a,a,0,0)
A, 0,1)

0)
(A, A.1,0) (A \,1,0) (b,0,0,0)
Acc 0,-1) C o 5“(A N 1.0) @3 ((Ad’jbo’_li

5.2.1 Hinreichendes Kriterium

Auch mit der starken Komposition werden noch nicht alle PCSD’s erfasst, da
dabei nicht die Moglichkeit besteht den Inhalt eines Zahlers, der in beiden Simu-
lationen die gleiche Aufgabe erfiillt, beizubehalten. Eine allgemeinere Definition,
welche dies ermoglicht, ist folgende:

Theorem 5.8 FEine Relation SD tber dem Alphabet A ist eine PCSD, wenn

3seN,Cy, By, Dy,...,Cs, B, Dy C A und g € N4 injektiv
mit SD = U SD; mit

i<s
— max(g(l,b), g(r,d)) < min(g(l,a),g(r,e)) und
Vb,d,e € A (d,b) € SD; N (d,e) € SD;
—deD,ND; V bee B;,NB; und
Vd,b,e € A (d,b) € SD; A (e,b) € SD;
—>d,6€DiﬂDj vV bGBiﬂBj.

Beweis: Anschaulich gesehen ist klar: Wenn ein w € A* abgeleitet werden kann

zu w! so miissen alle dabei beteiligten Kommutationen in einem SD; liegen.

Dies sagt folgender Hilfssatz:
Hilfssatz: Fiir jede geordnete Menge {ay, ..., a, } mit

S(at,...,an) = {(ai,a;) | i <j<n}CSD

existiert ein Index i < s mit S(aq, ...,a,) C SD;.
Der Beweis durch Induktion: Die Behauptung ist klar fir 0, {a1}, {a1,a2}. Sei

]:{Z§8|3]<n(a3,an)ES—-Dz}a
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so folgt aus
{al...an,l} X {Cln} - US—DL
iel

entweder Vi € I a,, € B; oder i € [ a, ¢ B;, woraus wegen

Vaj, a, mit j,k <nVl €l (aj,a,) € SD; N (ax,a,) € SD;
—>aj,ak€DlﬂDi V oa, € BN B;

i el {ay...an1} € D; N a, € C; folgt. Im zweiten Fall ist die Behauptung
bereits erfiillt. Im ersten Fall gilt mit analoger Argumentation Vi € I’ a; € D;
mit I’ :={i < s |31 <j<n(a,a;) € SD;}. Daher existiert ein ig € I N I’ mit
a; € Dy, und a, € B;,. Nach Induktion existiert ein j (€ I) mit S(as,...,a,) C
SD; und ein k (€ I') mit S(ay, ..., a,—1) C SDy. Sei

m:=min{l|2<1<n-—1,a, & D; N Dy},

so folgt daraus fiir alle m' mit m < m’ < n wegen (ay,, @y) € SD; N SDy, dafl
m’ € B; N By. Es gilt also

as, ..., -1 € Dj N Dy, und i1, ..., an—1 € B; N By,

und auBerdem gilt a; € Dy und a,, € B;.

Sei 0.B.d.A. g(r,a1) > ¢g(l,a,). Es mufl ein h € I existieren mit a, € Bj, und
ay € Cp. Wire ay € Dy, \ Dy, so wiirde nach Definition aus a,, € B;, N By, die
falsche Ungleichung ¢(r,a1) < g(l, a,) folgen. Folglich mufl auch a; € D), gelten.
Existiert ein a, € Dy \ D mit 2 < p < m — 1, so gilt wegen a; € Dy N D,
die Ungleichung g(r,a1) > ¢(r, a,) und somit ist a; € D; (sonst wiirde aus a; €
D\ D; und a, € Dy, N D; wieder die gegenteilige Ungleichung gelten) und j ist
der gesuchte Index ¢ des Hilfssatzes. Existiert ein a, ¢ B, mit m+1 <p <n-—1,
so gilt analog dazu ¢(l, a,) < ¢g(l, a,) und somit ist a,, € By, und k ist der gesuchte
Index ¢ des Hilfssatzes. Ansonsten ist h der gesuchte Index ¢ des Hilfssatzes. [

Ein Prioritdtsmulticounterautomat M mit s Zustdnden und maz{g(z,a) | = €
{l,r},a € A} Zahlern erkennt {(w,w’) | w s:} w'} wie folgt:

Befindet sich M im Zustand ¢; und hat M den Prafix v von w und den Prafix
v' von w’ gelesen, so diirfen nur die Zahler mit den Nummern g(I,b) und g(r, d)
fir alle b € B; und d € D; einen Wert ¢(g(l,b)) bzw. ¢(g(r,d)) groBer als 0 haben
(alle anderen miissen den Wert 0 haben) und es gilt

Va € Aol +c(g(l,a) = [v']a + c(g(r, a))

. Im Zghler ¢(I, a) wird also die Anzahl der sich nach links bewegenden a’s gezahlt.
Die Zahlerinhalte ¢(g(l, a)) und ¢(g(r, a)) kénnen jederzeit simultan dekrementiert
werden.
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Geht M in den Zustand g; tiber, so miissen dabei alle Zéhler mit Nummern aus
{g(l,0) | b€ B\ B;} U{g(r.d) | d € D;\ D;}

auf 0 getestet werden, was moglich ist, weil diese Zahlernummern gemafl Defini-
tion kleiner als die in

{g(l,b) | b€ BN B} U{g(r,d) | d € D;N D;)

sind. Sind alle Zahler 0, so kann der Automat die gelesene Eingabe akzeptieren.
A kann im Zustand ¢; ein Zeichen d € D; auf dem ersten Eingabeband tiberlesen
und dabei ¢(g(r, d)) inkrementieren oder ein Zeichen b € B; auf dem zweiten Ein-
gabeband tiberlesen und dabei ¢(g(l, b)) inkrementieren oder ein Zeichen b € B;
auf dem ersten Eingabeband iiberlesen und dabei ¢(g(l,b)) dekrementieren oder
ein Zeichen d € D; auf dem zweiten Eingabeband iiberlesen und dabei ¢(g(r, d))
dekrementieren oder ein Zeichen ¢ € C; simultan auf beiden Eingabebandern
iiberlesen.

Damit wird garantiert, dafl A nur solche Paare w, w’ akzeptiert, bei denen bei der
Ableitung von w nach w’ Zeichen in einem D; bzw. B; nur iiber solche Zeichen
nach vorne bzw. nach hinten vertauscht wurden, mit denen sie nicht abhangig
sind.

Es ist nun noch zu zeigen, dafl w’ nicht von w abgeleitet werden kann, wenn M
zwischendurch nicht weiterlesen kann.

Sei B:={be€ A |v|, <|V'|p} die Menge der Zeichen, welche im bisher gelesenen
Teil von w seltener vorkommen als im bisher gelesenen Teil von w’ und D := {d €
A | |vlg > |v'|a} entsprechend umgekehrt. Fiir den Fall, dal w (bzw. w’) bereits
zu Ende gelesen wurde und M nicht weiterlesen kann, mufl noch ein Zeichen,
welches nicht in D (bzw. B) ist, im Rest des jeweils anderen Wortes stehen, dann
kann w’ aber nicht von w ableitbar sein, da die Anzahl dieses Zeichens nicht in
w und w’ iibereinstimmt.

Seien also z,2’ € A mit w = vru und w' = v'2'u’ die jeweils nichsten Zeichen.
Mittels )\—Ubergéingen sind alle Zustande ¢; mit D C D; und B C B; erreichbar,
da die Zahler in {g(r,d), g(I,b) | d € D,b € B} bei einem solchen Ubergang nicht
auf 0 zu testen sind. Ferner existiert mindestens ein solches ¢,,. Da Zeichen aus
D von v nach v’ und Zeichen aus B von u nach v’ gelangen miissen, gilt

D x {z'}u{x} x BC SD.

Wiére © = 2/, so existiert geméf obenstehendem Hilfssatz (fiir eine geordnete
Menge {aq,...,a,} = DU{z} U B mit = a,, und a; € D fir i < m und a; € B
fir ¢ > m) ein ¢ mit

S(D,x.B) € SD;

und so konnte M das Zeichen z simultan auf beiden Bandern lesen.
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Sonst gilt -, 2’ ¢ DUB, da M sonst z oder 2’ lesen kénnte, daher gilt (z,2') € SD.
Insgesamt gilt also

D? B* (Du{x}) x (Bu{a'}) C SDUid.

w=| d d x | =vzu

w' = | b b x = v’z

(1) Der Fall Eldl 7é dg,bl 7é bg
(dy,dy) € (DU{x})*’NSD A (by,b) € (BU{2'})*’NSD

kann aus folgenden Grund nicht auftreten: Aus (dy,b1) € SD; A (dy,by) € SD; A
(da, b2) € SDy, fiir gewisse i, j, k folgt, dai d; € D; N D; V by, by € B; N B; und,
wegen (by,by) € (BU{2'})>NSD muB d; € D; N D; gelten. Analog dazu gilt
auch by € B; N By. Es gilt aber dy ¢ Dy und by € B;, d.h. dy € D; \ Dy und
by € B; \ B;. Also miisste g(r,dy) < g(l,by) und g(I,b2) < g(r,dy) gelten, was ein
Widerspruch ist.

(2.) Fiir den Fall

(DU{z})*’NSD = (BU{2'})*’NSD =1

existiert geméfl dem Hilfssatz ein ¢ mit

S(D,z,2',B) C SD;

und falls DU {z} C D; oder BU{a'} C B, so kann M entweder x oder =’ lesen.
Existiert jedoch 0.B.d.A ein d € DU{x}\ D;, so gilt 2’ € B; wegen (d,z') € SD;
und somit kann M 2’ lesen.

(3.) Bleibt also 0.B.d.A. der Fall

(DU{a})*NSD =0 A (by,by) € (BU{2'})*NSD.

GemiB dem Hilfssatz existiert ein i < s mit S(D,z, B) C SD; und ein j mit
S(D,z,x') € SD;. Aus (z,b;) € SD; A (x,by) € SD; oder (z,by) € SD; A
(z,b1) € SD; folgt x € D; N D; V by,by € B;N B;j. Und da wegen (b, by) €
(BU{2'})?> N SD die zweite Moglichkeit wegfallt, kann M im Zustand ¢; das
Zeichen z lesen.
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Beispiel: Betrachten wir das folgende Halbabhangigkeitsalphabet SD:

a———)
c d
Es ist der Schnitt der beiden PCSD’s
a———5> a———
SDl = und = SD2
c d c d

mit C7 = {b,¢,d}, By = {c},D1 = Dy = {c,d}, B = {d},Cy = {a,c,d} und
g(lye) = 1,9(l,d) = 2,9(r,c) = 3,9(r,d) = 4. Damit ergibt sich nach der Kon-
struktion in Theorem 5.8 der folgende Prioritatsmulticounterautomat, der die
Relation {(w,w’) | w S:*C> w'} erkennt:

/\>\40000 (A A,4,0,0,0,0)

(b,b,0,0,0,0,0) (a,a,0,0,0,0,0)
(d,,0,0,0,0,1) (¢,A,0,0,0,1,0)
(A, d,0,0,0,0, —1) )\c, ,0,0,—1,0)
(A, ,0,—1,0,-1,0) (A, ), 2,0,0,0,0) A0,0,-1,0,—-1)
¢, A, 0,0,0,1,0) C@ @3 (d, X,0,0,0,0,1)
0,1,0,0,0) (A A, 1,0,0,0,0) (A, d,0,0,0,1,0,0)

Bemerkung: Bei dem so konstruierten Prioritatsmulticounterautomat lassen
sich auch leicht durch Hinzufiigen weiterer Zustiande die A-Ubergénge vermeiden.
Der in Theorem 5.8 konstruierte Prioritatsmulticounterautomat hat die Eigen-
schaft, dal von jedem Zustand in jeden anderen Zustand ilibergegangen werden
kann, wenn die entsprechende Nulltestbedingung erfiillt ist und dafl der Verwen-
dungszweck fiir jeden Zahler eineindeutig ist. Es ist nicht bekannt, ob mit dieser
Eigenschaft eine Einschrankung der charakterisierten PCSD’s verbunden ist.

5.2.2 Notwendiges Kriterium
Eine notwendige Bedingung fiir eine PMCD gibt der folgende Satz:

Theorem 5.9 SD ist keine PCSD, wenn SD einen induzierten Teilgraphen der
Form ({a,b,c,d}, E) mit {(c,a),(b,d)} C E C {(a,d),(c,d),(c,b)} mit |E| = 4
oder einen induzierten Teilgraphen der Form ({ay,b1,c1, ..., an = ag, by, = bo, ¢, =
co}, E) oder ({ay,by,cq, ..., an = ag, by = by, ¢y = co}, E7Y) mit {(ag, b;), (b, civ1) |
i<n}CEC{(a;c),(bi,ci), (aiy1,¢) | i <n} enthdlt.
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Das negative Kriterium sind also die Teilgraphen

R b .........
A\ 1A
oder
vl NN
C oo d Gt

wobei gepunktete Linien eventuelle (nicht stérende) Abhéngigkeiten beschreiben.
Beweis: Angenommen SD ist eine PCSD und zu jeder reguliren Sprache R giabe

es somit einen Prioritdtsmulticounterautomaten, der fsc(R) erkennt, so konnen
folgende Falle auftreten:

(1.) Enthélt SD einen induzierten Teilgraphen der Form ({a,b,c,d}, F) mit
{(c,a),(b,d)} C E C{(a,d), (c,d),(c,b)}, so konnte ein Prioritdtsmulticounterautomat
die Sprache

fsc((a(de)*b)™) N d*a(b(cd)*a)*bc* N
{d"ab(cd)™ab(cd)"... | Vg éjl Ngi—1 — Ng; > 0} N

ab(cd)
{dab(cd)™2ab(cd)"... | Vj ,é Noi — Nagar > 0}
(cd) v

= {d"a(b(cd)"a)"bc™ | n,m € N}

erkennen, indem er zusatzlich einen endlichen Automaten und zwei Ein-Zéahlerautomaten
(ohne Nulltest) simuliert. Dies ist aber ein Widerspruch, da diese rational dquivalent

zu der Sprache {(a"b)™ | n,m € N} ist, welche wegen Theorem 3.2 nicht von ei-

nem Prioritatsmulticounterautomat erkannt werden kann.

Ein Teilsttick mitten aus der Spur [w) mit w € (a(dc)*b)™ kann dabei z.B. die

Form

haben, wobei die gestrichelten Pfeile mogliche weiche Kanten darstellen, welche

bei der durch

w = |adcdcdcbadcdcdcb|

w=I[d d dabcdcdcdabc ¢ ¢
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dargestellten Ableitung zu einem Wort in d*a(b(cd)*d)*c* umgedreht werden
miussen.

Durch den Schnitt mit den Sprachen

{d™ab(cd)™ab(cd)™... | Vg i}l Ngi—1 — Mg; > 0} und

{dnlab(Cd)Twab(Cd)ng... ‘ Vj 4%1 No; — N2l Z 0},

welche jeweils mit einem Zahler ohne Nulltest erkannt werden kénnen, wird er-
reicht, daf} sich ein d nicht vorwarts iiber ein b und ein ¢ nicht riickwarts tiber
ein a bewegt werden kann, obwohl das Semikommutationssystem dies zulassen
wiirde. Auf diese Weise kann die gleiche Lange der Blocke erzwungen werden.
(2.) Enthélt SD einen induzierten Teilgraphen der Form

({a1,b1,¢1, . an, = ag, by, = bo, ¢, = o}, E) mit

{(ai, bi), (biyciv1) | © < n} € E C {(a;, ), (bi,ci), (ai1,¢) | i <n} , so kdnnte
ein Prioritatsmulticounterautomat die Sprache

fsc(bn((cnar)thi(crag)Tba...(cho1a,)thy) (char)™) N
crbn((aer) by (ages) T ho.. (ane,) T b,) Taf N

{czlbn(alcl)mbl(aQCQ)”3b2... ’ VJ é Noj—1 — N2; Z O} M
i=1

J
{C?len alcl)"le(aQCQ)"3b2... ’ VJ '21 No; — N2i+1 2 O}

(
= {cFb,u((arer) by (ascs)Fbs...(anen) by, )mab | m, k € N}

erkennen, was ein Widerspruch ist, da diese ebenfalls rational dquivalent zu der
Sprache {(a"b)™ | n,m € N} ist.

Ein Teilstiick mitten aus der Spur [w) mit

w € by(cpar)tbi(craz) by .(cho1a,)"b,) T (char)™ kann dabei z.B. die Form

. bi—.l @i >0 — > bi. Clz’+.1 > Qi1 - > bi+;

haben.

w = [y C2 G1 Co a1 by C1 G2 €1 G2 by C2 G1 Co Oy

w = [C2 Cabyaicraycy by Gz Cy by ar Gy
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Durch die Verwendung der beiden Zahler ohne Nulltest wird in diesem Fall er-
reicht, daf} sich ein ¢; nicht vorwarts iiber ein b;;; und ein a;,1 nicht rickwérts
iiber ein b; bewegt werden kann, obwohl das Semikommutationssystem dies zu-
lassen wiirde. |
Vollig unklar ist, ob SD3 :=

e

a———9

c d
eine PCSD ist. Keine PCSD nach Theorem 5.9 ist SD, :=

a——H

c d

Fiir eine reguldre Sprache R kann fsc,(R) bzw. fsc,(R) von einem blinden
Zéhlerautomaten erkannt werden, der auf zwei bzw. drei Zahlern unabhéangig
einen Natiirlichkeitstest durchfiihren kann. Unter der Annahme, dafi das Halte-
problem fiir diese Automaten entscheidbar ist, sind auch die Fragen fsc(R;) N
Ry = 07 und mazsc(R1) = Ry fir SD = SD, bzw. SD = SDjs entscheidbar.

5.3 Unentscheidbare Falle

Mit Theorem 5.9 ist noch nicht bewiesen, daf die Fragen fso(R;) N Ry = 07 und
mazsc(Ry) = Ry fir diese Halbabhéngigkeitsalphabete nicht entscheidbar sind.
Fiir eine starkere Einschrankung des induzierten Teilgraphen, bei der die Ver-
wendung der beiden Zahler wie im Beweis von Theorem 5.9 nicht notig ist, weil
das Semikommutationssystem die unerwiinschten Verschiebungen ohnehin nicht
zulaBt, sind beide Fragen unentscheidbar. Zum Beweis wird folgendes Lemma
benotigt:

Lemma 5.1 Fir die Eingabe R C N3, |R| < 0o und a,e € N ist nicht entscheid-
bar, ob m,a =nq,...,n,, = e € N existieren mit

Vi < m3(ry,ra,7m3) € Rng/ry =niq/ro € N A —ny/rg € N

Beweis: Bekannt ist aus [Min71] die Unentscheidbarkeit des Halteproblems fiir
Multicounterautomaten mit Nulltest®. Dieses werden wir nun mittels Primzahl-

3Ein Zihler kann die Codierung eines Halbbandes einer Turingmaschine enthalten.
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codierung der Konfigurationen reduzieren. Im Gegensatz zur Reduktion auf eine
Ein-Registermaschine in [Min71] muf nun auch der Zustand mitcodiert werden.
Gegeben sei ein Multicounterautomat A = (k, Z,6, 2o, 2;) mit k Zahlern, der
Zustandsmenge Z = {zg, 21, ...2¢}, der Ubergangsrelation

§ C(Z x{1,..k}) x (Z x {0,1}* x {0,1}"),

dem Anfangszustand zp, dem Endzustand z;, der Konfigurationenmenge
Ca = Z x N¥ der Anfangs- und Endkonfiguration (z,0*) und (z;, 0*) und der
Konfigurationsiibergangsrelation

(z,c+d) }7 (z',c+1i) gdw. z,2" € Z,35 < k ((2,7), (¢,i,d)) € 6 und n; =0,

d.h. j ist die Nummer des Zahlers, der bei diesem Ubergang von z nach 2’ auf
Null getestet wird und i bzw. d sind Vektoren in {0, 1}* um die die Zéhlerinhalte
inkrementiert bzw. dekerementiert werden. (Wir kénnen 0.B.d.A. davon ausge-
hen, dal A seine Zahler auf 0 bringt, bevor er akzeptiert. Will A in einem Schritt
mehrere Zahler auf 0 testen, so kann er dies auch sequentiell mit zusatzlichen Zwi-
schenzustinden tun. Will A keinen Zahler auf 0 testen, so kann er einen Zahler,
der nie veréndert wird, auf 0 testen.)

Seien pg, p1, ..., Pry¢ die ersten k+t+ 1 Primzahlen. Wir wollen nun die Konfigu-

k
rationen (zy,, ¢;) des Automaten in Primzahlprodukte n; = pg, 11 pfjr(z) codieren.
h=1

Setze a := py fiir die Anfangskonfiguration (zg, 0¥), e := p, fiir die Endkonfigura-
tion (2, 0F) und R :=

. . ko d(h ko i(h
{12, pe0) | (20, 0): (s d)) €6 A =y TP A o= pa T pi}

Die Division einer Konfigurationscodierung durch r; bzw. durch ry entspricht
dem Entfernen des Zustandes und des Inkrements der Zihler (bzw. in umgekehr-
ter Weise des Dekrements); die Nichtteilbarkeit durch r3 = p;1; entspricht dem
Nulltest des j-ten Zihlers. Eine Konfigurationsfolge (zx,,c1) = (20,0%), (21, c2)
bis (zx,,, cm) = (zt,0%) existiert genau dann wenn a = ny, ..., n,, = e € N existie-

k
ren mit n; = py, hl;ll pfﬁi) fir alle 1 <1 <m. |

Wir konnen nun verschiedene Kriterien fiir die Unentscheidbarkeit der Frage
mazxsc(L) = L? angeben.

Theorem 5.10 Hat SD einen induzierten Teilgraphen der Form ({a,b,c,d}, E)
mit {(c,a), (a,c),(d,b),(b,d)} C E C {(a,d),(c,d),(c,b)}, a # ¢, b # d und
existiert eine nicht symmetrische Kante (f,e) € SD\ SD™', so ist fiir requlire
Stringsprachen L die Frage maxsc(L) = L unentscheidbar.

Das Kriterium ist also der Teilgraph
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wobei gepunktete Linien eventuelle (nicht stérende) Abhéngigkeiten beschreiben.

Beweis: Sei R C N* mit |R| < oo und a,e € N wie in Lemma 5.1 gegeben. Die
Sprache

R.q = {(c“dm)mk | (rym,rom,r3) € R N ggT(r1,m3) =1 N —k/rz € N}
ist regular, da R endlich ist. Es gilt fir alle n;,n;.1 € N
A(ry,7m9,73) € Rnifri =ni1/ro €N A —m;/r3 €N

genau dann wenn
Jw € Reg |wla=n;i N |w|e=n1.

Ferner ist R.q aus folgendem Grund maximal: Ist (d,c) € SD, so ist die Maxi-
malitit trivial, andernfalls folgt aus (c"d"2)! S:*C> (c'd)" wegen r1l = rtl' und
rol = rhl’ dal rry = riry gilt. Es gilt aber 7y > r| und 7o > 7}, da der erste
c-Block und der letzte d-Block nur kiirzer werden kénnen. Wegen ggT'(r1,72) = 1
muf} also r; = | und ry = 7}, gelten.
Sei

L = feb(adR.qcb)Ta U efod™ a(b(cd) a)*bc™ma.

Da die ¢’s und d’s die durch ba bzw. ab getrennten Blocke nicht verlassen konnen,

sind die beiden Teilmengen der Sprache L jeweils maximal. Die einzige Moglichkeit,
da3 L selbst nicht maximal ist, besteht also darin, daf§ ein Wort aus dem Teil

feb(adR. 4cb)ta zu einem Wort in e fod™ a(b(cd)*a)*bc™ a abgeleitet werden kann.

Konnte man entscheiden, ob die Sprache L maximal ist, so wiirde dies Lemma

5.1 widersprechen, da ns, ...n,,_1 mit der Bedingung genau dann existieren, wenn

ein Wort w aus feb(adR. 4cb)*a abgeleitet werden kann zu einem Wort

w' = efbd™ ab(cd)™ab(cd)™a...b(cd)" abc"™a

in efbd™a(b(cd)*a)*bc™a. Die n; d’s eines i-ten Blockes und die n; ; d’s des
folgenden i+ 1-ten Blockes von w’ befinden sich in w im gleichen Teilwort in R, 4,
wodurch fiir alle n;, n;,; die Bedingung

A(ry,re,r3) € Rny/r1 =ng1/re €N A —m;/rs €N

erfiilt ist. Ein Teilstlick mitten aus der Spur [w) wird exemplarisch dargestellt
durch
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Y
o
Y
IS

C - > a > >

R . 2 IR
b ~ d ~" " - - d

wobei die gepunkteten Pfeile mogliche weiche Kanten darstellen, welche bei der
Ableitung umgedreht werden. |

Durch das Zusammenfassen von Zeichen ergibt sich anderes Kriterium.

Theorem 5.11 Hat SD einen induzierten Teilgraphen der Form ({a,b,c,d}, F)
mit {(c,a),(b,d)} C E C {(a,d), (¢,d),(c,b),(a,b)}, a # ¢, b # d und existiert
(f,e) € SD\SD™1, so st fiir requlire Stringsprachen L die Frage mazsc(L) = L
unentscheidbar.

Das Kriterium ist also der Teilgraph

A -vvvevnee b
Ay,
Vi
C - vvvveee d

Beweis: Sei h ein Homomorphismus mit h(a) = ac, h(c) = ca, h(b) = bd, h(d) =
db. Anstelle der Sprache L im Beweis von Theorem 5.10 verwenden wir nun h(L).
Wird im einem Wort h(w) in h(L) ein Teilstiick ac zu ca oder ein Teilstiick db zu
bd abgeleitet, so wird dabei entweder das Bild eines Wortes w’ erzeugt, welches
aus w durch Ersetzen von a durch ¢ bzw. von d durch b entsteht, oder es wird ein
Wort erzeugt, welches kein Bildwort ist und von dem auch kein Bildwort mehr
abgeleitet werden kann. In beiden Féllen kann damit kein Wort in A(L) erreicht
werden, da die Anzahl der a’s und b’s in jedem Wort von L gleich sind. Somit
verhalten sich die gepaarten Symbole in gleicher Weise wie die Urbilder im Beweis
von Theorem 5.10. [ ]

Theorem 5.12 Hat SD einen induzierten Teilgraphen der Form

_

(d.h. ({a,b,c,d},{(a,b),(b,c),(c,d),(d,a)})), so ist fir requlire Stringsprachen
L die Frage maxsc(L) = L unentscheidbar.

_

-+
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Beweis: Analog zum Beweis von Theorem 5.10 sei
Ry = {(b"c™)™ | (rym,r9m,r3) € R A ggT(r1,m2) =1 A —k/rs € N}.
Wir betrachten die Maximalitat der Sprache
L = (Ryc(ad) " (be)™(da)™)"(cb)™ U b™ ((cd)™ (ac) ™ (ba) " (db))"c"".

Ein Teilstiick aus der Spur [w) fir ein Wort w € (R .(ad)™ (be)™(da)™)*(cb)t

wird dabei exemplarisch dargestellt durch

T2 rom > > > ''m/! 'm/

C? —_— 2 > bTZm > dmm > (oM ——— ram
4 EY EN 4 4

brlm —_— d’r‘gm > CTQm > a’r‘gm > br/lm/ —P-dTém/

wobei die Ableitung zu einem w’ € " ((cd)*(ac)™ (ba)™ (db)™)*c¢™ nur dann er-
folgreich sein kann, wenn rom = rim/ ist. n

Theorem 5.13 Hat SD einen induzierten Teilgraphen der Form

({a1,b1,¢1, ...y an, = ag, by, = by, ¢, = o}, E) oder

({a1,b1,c1, .oy an = ag, by = by, cp = co}, E71) mit

{(a27 Z) (bzaal+1)7 <C7,7 Z+1)7 (biaci-i-l) ‘ [ < n} g E g

{(aiyci), (bi,¢;), (aiv1,¢) | i <n} oder

{(aia ) (bzaa'z—l—l) (Cz;az-‘rl) (bzacz—i-l) | 1< TL} C E C

{(ai, i), (biy ), (a1, ¢) | i <n} oder Vi <mn a; # aj11 und

{(ai; bi), (cir @), (bis i) [ £ <} © B € {(ai, ci), (bi, i), (aign, &) [ 4 < )

und ezistiert (f,e) € SD\ SD™!, so ist fiir requlire Stringsprachen L die Frage
maxsc(L) = L unentscheidbar.

Beweis: Analog zum Beweis von Theorem 5.10, wobei die Sprache

L =feb,(cnRay e, a1b1(cra2)be...(cn_1a,)Tby) T (crar)™ U
efcb,((ajer)Thy(azce) T by...(anc,) by) Tal™

verwendet wird und ein Teilstiick von [w) im Fall
{(ai, bz)7 (bz, az’—i—l) (Ci, bi+1>, (bz, Cz’—l—l) ‘ 1< TL} C F die Form

. T2 (1
> al-Jr'l > ClH_l_'.—»- bi"‘.l

1
C; —»cgl

im Fall {(ai, bz)7 (bz, CLZ'_H), (Ci, CLZ‘+1), (bz, Ci+1) ‘ 7 < TL} CFE die Form
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71 A
C; —C;

und im Fall Vi < n a; # a;11 und {(a;, b;), (¢i, aiv1), (bi,civ1) | @ < n} C E die
Form

b

T2 .
ai+'l—>a,+1_'—> bi—l—l

haben konnen. |
Beispiel:

Mit der gleichen Beweismethode kann auch die Unentscheidbarkeit der Frage
fsc(R1) N Ry = ()7 fiir zwei reguldre Sprachen gezeigt werden. Die Bedingung der
Existenz einer asymmetrischen Kante (f,e¢) € SD \ SD™! ist dabei nicht mehr
erforderlich.

Theorem 5.14 Hat SD einen induzierten Teilgraphen der Form

1. ({a,b,c,d}, E) mit {(c,a),(a,c),(d,b),(b,d)} C E C {(a,d),(c,d),(c,b)},
a#c, b#d oder

2. ({a,b,c,d}, E) mit {(c,a),(b,d)} C E C {(a,d),(c,d),(c,b), (a,b)}, a # ¢,
b # d oder

3. ({a,b,¢,d}, {(a,b),(b,c),(c,d),(d,a)}) oder

4. ({a1,b1,¢1,..yan = ag, by, = by, ¢, = o}, E) oder
({a1,by,¢1, ... an = ag, b, = bg,c, = o}, E71) mit
{(aza z) (bzaa'z—l—l) (Cza H—l) (bzacz-l—l) | 1 < n} g E g
{(ai,ci), (b, ¢;), (a1, ¢) | i < n} oder
{(au ) (bz;a'z—i-l) (Cuaz-‘rl) (bzacz—i—l) | 2 < TL} g E g
{(ai, ), (bi,¢;), (aiv1,¢) | i <n} oder
Vi <mn a; # a;11 und
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{(ai,bi), (Ciaai—i-l)? (bi7cz’+1) | 1< n} CFEC
{(ai7ci)7 (biaci>7 (ai—l-lacz') | 1< TL}

so ist fiir zwei requldre Sprachen die Frage fsc(R1) N Ry = 02 unentscheidbar.

Beweis: Im Fall 1 verwenden wir fiir wie in Lemma 5.1 gegebenes R C N?® mit
|R| < 0o und a, e € N die Sprachen

Ry :=b(adR.4cb)"a und Ry := bd™ a(b(cd)*a) b a.

Konnte man entscheiden, ob fsc(Ry) N Ry = 0 gilt, so wiirde dies Lemma 5.1
widersprechen, da ns, ...n,,_; mit der Bedingung

A(ry,7m9,73) € Rnifri =ni1/ro €N A —m;/r3 €N

genau dann existieren, wenn ein Wort w aus R; abgeleitet werden kann zu einem

Wort
w' = bd" ab(cd)™ab(ed) a...b(ed)" ™ abd"™a

in Rg.
Analog dazu wird im Fall 2

Ry := h(b(adR.4cb)"a) und Ry := h(bd™ a(b(cd)*a)*bc"a),
im Fall 3
Ry := (Rpc(ad)™ (be)™ (da)™)*(cb)* und Ry := b™ ((cd)* (ac)* (ba)* (db)*)* "
und im Fall 4

Ry = by(cnRay o, a1b1(cra2) T ba...(Ch1an) Thy) Tep Ray 0,01 und
Ry = b, ((arer)Thi(asce) T ba...(anc,) T o,) Tai™

verwendet. u

Die Frage fsc(R1) N fsc(Re) = 07 bzw. fsc(Ri) || fsc(R2) # 07 nach der Syn-
chronisierbarkeit zweier Halbspursprachen ist in dem durch Fall 2 beschriebenen
Beispiel
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offensichtlich entscheidbar, da in diesem Fall SC' konfluent ist, und somit geméaf
[RW91] die Komposition von SC und SC~! ein Semikommutationssystem und
damit die Frage fsc(R1) || fsc(R2) # 0 dquivalent zu der Frage fscusc-1(R1) N
R, # () ist, was leicht zu entscheiden ist, da in diesem Fall SDNSD~! die Identitit
ist.

Fir andere Teile der Bedingung la8t sich aber, wie man durch Betrachten der
Spurgraphen der vorhergehenden Beweise erkennen kann, der Unentscheidbar-
keitsbeweis in gleicher Weise fiithren:

Theorem 5.15 Hat SD einen induzierten Teilgraphen der Form

1. ({a,b,c,d}, E) mit {(c,a),(a,c),(d,b),(b,d)} C E C {(a,d),(c,d),(c,b)},
a#c, b#d oder

2. ({a1,b1,¢1,...,an, = ag, b, = by, c,, = o}, E) oder
({a1,by,c1, ..., an = ag, b, = by, c, = o}, E71) mit
{(ai, bi), (bi, air1), (ci biga), (bis civ1) [ i <n} C E C
{(ai, i), (biy i), (@1, ¢) | i <n} oder

{(az,bl), (bi, ait1), (¢i, Giv1), (bi, Cip1) | i <n} S EC

{(alvcl)v (bl,C”L)? (az—i-lacl) | 1< n}

so ist fiir zwei requldre Sprachen die Frage fsc(R1) || fsc(R2) = 07 unentscheid-
bar.
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6 Die Konfluenz von Semikommutationssyste-
men

Definition Ein Semikommutationssystem SC' heifit konfluent, wenn fir alle
u,v,w € A* mit u <= v = w ein v’ € A* existiert mit u == v’ <= w. Dies

sc  SC sc SC
bedeutet, daf falls [u) C [v) und [w) C [v), so ist [u) N [w) # (.

Die Eigenschaft der Konfluenz ist besonders deswegen von Interesse, da ein Sy-
stem, das zugleich noethersch ist, die Moglichkeit bietet das Wortproblem durch
Berechnen der irreduzieblen Normalform zu losen. Ein System S C M x M heif3t
noethersch, wenn es keine unendliche Kette ¢, :S> ty :S> ts... gibt.

Im Gegensatz zu Semi-Thue-Systemen ist die Konfluenz endlicher noetherscher
langenreduzierender Spurersetzungssysteme i.A. unentscheidbar [NOSS].

Ein Beispiel fiir ein nicht konfluentes Semikommutationssystem ist folgender
Abhéangigkeitsgraph:

Bei diesem gilt adcb % acbd S:c> cbad, aber adcb und cbad sind irreduzibel, wie
folgendes Bild zeigt:

Allgemein hat eine Halbspur v die Moglichkeit zu einer nicht konfluenten Situa-

tion, d.h. Ju,w € A* mit u <= v = w und -’ € A* mit © = Vv <= w,
' sC s¢ _ sc sC

genau dann, wenn v einen sehnenlosen, gerichteten Kreis aus harten Kanten und

mindestens zwei weichen Kanten in umgekehrter Richtung besitzt, wie folgende
Abbildung zeigt:

T T,

yn e e < yl
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Theorem 6.1 Das folgende Problem ist NLOGSPACE-vollstandig: Gegeben sei-
en ein Halbabhdngigkeitsalphabet (A, SD) und v € A*.
Gilt Ju,w € A* mit u <= v = w und - € A* mit u = v <= w?

sC SC sC sC

Beweis: Eine nichtdeterministische logarithmisch platzbeschrankte Turingmaschi-
ne rat zwei weiche Kanten a -+~ b und ¢~ d und tiberpriift, ob es einen Weg aus
harten Kanten und umgekehrten weichen Kanten von a nach d und von ¢ nach b
gibt. (Es darf auch a = d oder ¢ = b gelten aber natiirlich nicht beides.) Mit Hilfe
der Technik von [Imm88] und [Sze88| wird noch iiberpriift ob es keinen Weg aus
harten Kanten von a nach b und von ¢ nach d gibt.

Die NLOGSPACE-Hérte folgt durch Reduktion des monotonen Grapherreich-
barkeitsproblems fiir gerichtete Graphen. Es werden zusétzliche Kanten (b, s)
und (e, b) und ein zusétzlicher Knoten b hinzugefiigt und bei dem so erzeugten
Abhéngigkeitsgraphen ({b, s, as,as,...a,_1,€e}, SD) tberpriift, ob es eine nicht
konfluente Situtation fiir [sb(agas ... a,—1)"e) gibt. n

Ein allgemeines Kriterium fiir Konfluenz ist folgendes:

Theorem 6.2 [DORY9/] Sei (A, SD) ein Halbabhdingigkeitsalphabet mit dem Se-
mikommutationssystem SC' = {ab = ba | (a,b) € A x A\ SD}. SC ist nicht

konfluent gdw. (A, SD) einen gerichteten Kreis (x1,...,x,) aus verschiedenen
Knoten mit n > 3, (x;,x;41) € SD fiir alle i mod n und mindestens 2 gerichte-
te Kanten enthalt, der aber keine ungerichtete Sehne (x;,x;) € SDNSD™! mit
2<|j—i|<n—2 besitzt.

a1 T
Ly =<——r0 - <7ZEZ‘+1

Da geméafl [RW91] ein Semikommutationssystem SC' genau dann konfluent ist,
wenn die Komposition von SC und SC~! ein Semikommutationssystem ist, folgt
dies auch aus folgender allgemeineren Aussage:

Theorem 6.3 [RW91] Fiir Halbabhingigkeitsalphabete (A, SDy) und (A, SDs)
qgilt:

Die Komposition der beiden Semikommutationssysteme ist kein Semikommuta-
tionssystem gdw. (A, SDy U SDy*') einen gerichteten Kreis (zy,...,1,) aus ver-
schiedenen Knoten mit n > 3, (z;,7i41) € SDy U SDy*' fiir alle i mod n und
beiden Kanten (xg,x,) € SDy\ SDy und (z;,x;11) € SD1\ SDy enthdlt, der aber
keine Sehne (xp,x;) € SD1NSDy mit 0 < h <i undi+1<j <n besitzt.

67



Aus der Symmetrie in Theorem 6.2 folgt:

Korollar 6.1 [DOR94] Fin Semikommutationssystem SC' ist konfluent gdw.
SC~t = {ba = ab | ab = ba € SC} konfluent ist.

Theorem 6.2 ist eine Verallgemeinerung eines Resultates aus [MO87], welches
besagt, dal ein Semikommutationssystem ohne symmetrische Regeln konfluent
ist gdw. die Unabhéngigkeitsrelation transitiv ist. Das Resultat verallgemeinert
auch [Ott89], da sich die Frage nach der Existenz eines endlichen konfluenten
noetherschen Spurersetzungssystems, welches ein Spurmonoid auf einem anderen
Spurmonoid mit groflerer Abhangigkeitsrelation definiert, auf die Existenz eines
konfluenten Semikommutationssystems reduzieren lafit.

Theorem 6.4 [DORY/] Seien M = M(A,D), M' = M(A,D") zwei Spurmo-
noide mit D' C D. Sei R C M x M ein endliches konfluentes noethersches
Spurersetzungssystem M/R = M’ und sei S = {ab = ba € R | a,b € A},
so gilt M/S = M/R = M’ und S ist ein endliches konfluentes noethersches

Spurersetzungssystem.

Mit Hilfe der Graphkonstruktion, mit welcher bestimmte beschrankt quantifi-
zierter Boolescher Formeln, welche geméfi [Wra77] $5-vollstindig sind, reduziert
werden, erhalten wir in [DOR94]| folgende Resultate:

Theorem 6.5 Die folgenden zwei dquivalenten Probleme sind XL -vollstindig:

1. Gegeben zwei Halbanhdngigkeitsalphabete (A, D) und (A, D") mit D' C D.

Gibt es ein konfluentes Semikommutationssystem SC mit
D ={(a,b) e Ax A|ab=ba ¢ SCNSC~'} und
D' ={(a,b) e Ax A|ab= ba ¢ SCUSC~1}?

2. Gegeben seien zwei Spurmonoide M = M(A, D) und M' = M(A, D") mit
D' CD.

Gibt es ein endliches konfluentes noethersches Spurersetzungssystem R C
M x M mit M/R=M'?

Sei die Anzahl der asymmetrischen Abhéngigkeiten durch eine Konstante k be-
schriankt, bzw. |D \ D'| < k. Fiir k = 1 sind beide Probleme trivial.

Theorem 6.6 Sei k > 2 konstant, so ist das Problem aus Theorem 6.5 be-
schrinkt auf |D \ D'| < k co-NP-vollstindig.

Noch spezieller gilt: Es ist co-NP-vollstandig fiir eine Eingabe der Form D = D'U
{(a,b), (b,a),(c,d),(d,c)} zu entscheiden, ob ein endliches konfluentes noether-
sches Spurersetzungssystem R C M (A, D) x M (A, D) mit der Eigenschaft
M(A,D)/R = M(A, D') existiert.
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Theorem 6.7 Auch fiir den Spezialfall, dafi hochstens 2 asymmetrische Regeln
vorhanden sind, ist es co-NP-vollstindig zu entscheiden, ob ein Semikommutati-
onssystem konfluent ist.

Mit Theorem 6.3 gilt auch folgendes:
Korollar 6.2 FEs ist es co-NP-vollstindig zu entscheiden, ob fiur Halbabhdangig-

keitsalphabete (A, SDy) und (A, SDy) die Komposition der beiden Semikommu-
tationssysteme ein Semikommutationssystem ist.
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